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Prefacio

Esta Introduccion al Razonamiento Aproximado estd destinada principalmente a los estu-
diantes de Razonamiento y Aprendizaje, asignatura optativa del tercer curso de la Ingenieria
Técnica de Informatica de Sistemas, de la UNED. La redaccién inicial se basé en la tesis
doctoral del autor y en las transparencias del curso de doctorado Razonamiento Aproximado.
El capitulo 4, especialmente en lo relativo a la teorfa de la confimacién (secs. 4.1.2 'y 4.4.1), se
basé también en un documento redactado para esta obra por Enrique Nell, quien ha aportado
ademads referencias bibliograficas y comentarios muy acertados.

La primera ediciéon aparecié en octubre de 1998. Desde entonces cada ano hemos publi-
cado una nueva versién corregida y a veces aumentada. En esta labor hemos contado con
la ayuda de Carlos Cabezas, Ildefonso Bellén, Flavio Cuéllar, Ismael Falcén, José Antonio
Fernandez, José Melgar, Eva Millan, Enrique Nell, David Penas, Lourdes Pérez, José Rabane-
da, Montserrat Sans, Oscar Sanz y Xavier Torres, quienes nos han senalado un buen nimero
de erratas.

El autor y los lectores de futuras ediciones, especialmente los alumnos que tendran que
esforzarse por comprender y aprender su contenido, agradecen sinceramente todas las correc-
ciones y sugerencias recibidas hasta la fecha y las que se reciban en el futuro: erratas detec-
tadas, puntos que no estan claros, omisiones importantes, cuestiones que conviene matizar, o
incluso errores conceptuales, que es posible que los haya. Todos los comentarios serdn bien
recibidos.

En la pagina de Internet http://www.ia.uned.es/"fjdiez/libros/razaprox.html
pondremos informacién actualizada sobre este texto (fe de erratas, versiones actualizadas,
etc.), material complementario y enlaces de interés.

Francisco Javier Diez Vegas
UNED, Madrid, noviembre de 2005
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Capitulo 1

Razonamiento aproximado
en Inteligencia Artificial

El tratamiento de la incertidumbre constituye uno de los campos fundamentales de la inte-
ligencia artificial, pues afecta en mayor o menor medida a todos los demds. En particular,
una de las propiedades esenciales de los sistemas expertos, y a la vez una de las mds com-
plejas, es el tratamiento de la incertidumbre. En este capitulo enumeramos y clasificamos las
fuentes de incertidumbre habituales, tomando como ejemplo el campo de la medicina, con el
fin de mostrar la importancia del tema. Hacemos también un breve resumen de la evolucion
historica del razonamiento incierto que, como comentaremos mds adelante, cuando se realiza
mediante métodos numéricos, suele denominarse razonamiento aproximado.

1.1 Fuentes de incertidumbre

Observando la historia de los sistemas expertos, y en particular de los métodos de razona-
miento incierto, se comprueba que casi todos los primeros (cronolégicamente) y muchos de los
mas importantes, se han desarrollado en el campo de la medicina. Si tratamos de averiguar
el porqué, descubrimos que éste es un campo donde se dan todos los tipos de incertidumbre.
A grandes rasgos, podemos clasificar las fuentes de incertidumbre en tres grupos:

—deficiencias de la informacién,

——caracteristicas del mundo real y

—deficiencias del modelo.

Veamos algunos ejemplos:

o Informacion incompleta. En muchos casos la historia clinica completa no esta dispo-
nible, y el paciente es incapaz de recordar todos los sintomas que ha experimentado y
como se ha desarrollado la enfermedad. Ademds, en otras ocasiones, las limitaciones
practicas impiden contar con todos los medios que deberian estar disponibles, por lo
que el médico debe realizar su diagnostico con la informacién que posee, aunque ésta
sea muy limitada.

e Informacidn errdnea. En cuanto a la informacién suministrada por el paciente, puede
que éste describa incorrectamente sus sintomas e incluso que trate de mentir deliberada-
mente al médico. También es posible que el diagndstico anterior, contenido en la historia
clinica, haya sido erréneo. Y tampoco es extrano que las pruebas de laboratorio den
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falsos positivos y falsos negativos. Por estas razones, el médico siempre debe mantener
una duda razonable frente toda la informacién disponible.

e Informacion imprecisa. Hay muchos datos en medicina que son dificilmente cuantifi-
cables. Tal es el caso, por ejemplo, de los sintomas como el dolor o la fatiga. Incluso
en un método tan técnico como la ecocardiografia hay muchas observaciones que en la
practica deben ser cuantificadas subjetivamente, como son el prolapso valvular (“caida”
o desplazamiento excesivo de una valvula al cerrarse) o la aquinesia ventricular (falta
de movimiento de un ventriculo).

e Mundo real no determinista. A diferencia de las mdquinas mecdnicas o eléctricas, cuyo
funcionamiento se rige por leyes deterministas, los profesionales de la medicina comprue-
ban a diario que cada ser humano es un mundo, en que las leyes generales no siempre
resultan aplicables. Muchas veces las mismas causas producen efectos diferentes en
distintas personas, sin que haya ninguna explicacién aparente. Por ello, el diagndstico
médico debe estar siempre abierto a admitir la aleatoriedad y las excepciones.

e Modelo incompleto. Por un lado, hay muchos fenémenos médicos cuya causa aun se
desconoce. Por otro, es frecuente la falta de acuerdo entre los expertos de un mismo
campo. Finalmente, aunque toda esta informacion estuviera disponible, seria imposible,
por motivos practicos, incluirla en un sistema experto.

e Modelo inexacto. Por ultimo, todo modelo que trate de cuantificar la incertidumbre, por
cualquiera de los métodos que existen, necesita incluir un elevado nimero de pardametros;
por ejemplo, en el caso de las redes bayesianas, necesitamos especificar todas las proba-
bilidades a priori y condicionales. Sin embargo, una gran parte de esta informacién no
suele estar disponible, por lo que debe ser estimada de forma subjetiva. Es deseable, por
tanto, que el método de razonamiento empleado pueda tener en cuenta las inexactitudes
del modelo.

Hemos escogido el campo de la medicina como ejemplo paradigmético de dominio incierto,
aunque todas estas fuentes de incertidumbre pueden darse, y de hecho se dan, en cualquier
otro campo de las ciencias naturales, la ingenieria, el derecho, las humanidades... y muy
especialmente en los problemas de reconocimiento del lenguaje natural, tanto hablado como
escrito, donde la informacién implicita, la polisemia, la ambigiiedad y la imprecisién, hacen
imprescindible el tratamiento de la incertidumbre. En realidad, ésta es una necesidad que
no sélo incumbe a los sistemas expertos y a los problemas de lenguaje natural, sino a todas
las ramas de la inteligencia artificial, como el aprendizaje, la vision artificial, la robética, los
interfaces inteligentes, la recuperacién de informacién, los juegos complejos (no sélo los juegos
de azar, sino también juegos como el ajedrez, donde no se conocen con certeza las preferencias
del contrario), etc., etc.

En resumen, el tratamiento de la incertidumbre es, junto con la representacién del cono-
cimiento y el aprendizaje, uno de las problemas fundamentales de la inteligencia artificial.
Por ello no es extrano que casi desde los origenes de este campo se le haya prestado tanta
atenciéon y hayan surgido tantos métodos, motivados por los distintos problemas que se han
ido planteando. Vamos a hablar de ello en la préxima seccién.
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1.2 Breve historia del tratamiento de la incertidumbre

Los métodos de razonamiento incierto se clasifican en dos grandes grupos: métodos
numéricos y métodos cualitativos. Cuando el razonamiento incierto se realiza mediante
métodos numéricos suele hablarse de razonamiento aproximado (aunque tampoco es una
cuestion en la que haya acuerdo unanime, pues algunos autores, al hablar de “razonamiento
aproximado”, piensan sobre todo en la légica difusa y en modelos afines, como la teoria de la
posibilidad).

Entre los métodos cualitativos para el tratamiento de la incertidumbre, destacan los
basados en légicas no mondtonas, tales como los modelos de razonamiento por defecto (el méas
conocido es el de Reiter [52]), los sistemas de suposiciones razonadas (originalmente llama-
dos truth maintenance systems, aunque seria mas correcto denominarlos reason maintenance
systems) de Doyle [17] y la teoria de justificaciones (theory of endorsements) de Cohen y
Grinberg [8, 9]. Estos métodos consisten en que, cuando no hay informacién suficiente, se
hacen suposiciones, que posteriormente podran ser corregidas al recibir nueva informacién.
El problema principal que presentan se debe a su naturaleza cualitativa, por lo que no pueden
considerar los distintos grados de certeza o incertidumbre de las hipdtesis. Suelen presentar
ademas problemas de explosién combinatoria. En consecuencia, se estudian mas por su impor-
tancia tedrica (fundamentacion de la inteligencia artificial) que por las aplicaciones practicas
a que puedan dar lugar.

En cuanto a los métodos numeéricos, que son los que vamos a estudiar en este texto, el
primero que surgié fue el tratamiento probabilista. En efecto, ya en el siglo XVIII, Bayes y
Laplace propusieron la probabilidad como una medida de la creencia personal hace 200 anos.
A principios del siglo XX surgen las interpretaciones de la probabilidad como la frecuencia
(a largo plazo) asociada a situaciones o experimentos repetibles; en esta linea, destacan espe-
cialmente los trabajos estadisticos de Fisher. A principios de los anos 30, en cambio, debido
sobre todo a los trabajos de L. J. Savage y B. de Finetti, entre otros muchos, se redescubre
la probabilidad como medida de la creencia personal.

Unos afnios mas tarde, se inventan las computadoras y poco después surge la inteligencia
artificial (suele tomarse como punto de referencia el ano 1956, en que se celebré la Conferencia
de Darmouth, aunque otros autores sitian el origen de la inteligencia artificial en 1943, el
ano en que se publicaron dos trabajos eminentes [39, 53]). En aquella época, los ordenadores
habian superado ampliamente la capacidad de cédlculo de cualquier ser humano, pero estaban
muy lejos del denominado “comportamiento inteligente”. Precisamente por eso la inteligencia
artificial se centraba en la resolucion de problemas simbdlicos y se esforzaba en distinguirse
de los métodos algoritmicos dedicados sobre todo al cdlculo numérico [55]. Esta es una de
las razones por las que inicialmente no se presté atencién al estudio de la probabilidad como
rama o al menos como herramienta de la inteligencia artificial.

Sin embargo, al enfrentarse a problemas de diagnéstico médico, era inevitable tener que
tratar la incertidumbre, por las razones expuestas en la seccién anterior, y en aquellos afios la
unica técnica disponible, aun con todas sus limitaciones, era el método probabilista clésico (a
veces llamado Bayes ingenuo, o naive Bayes, en inglés); con él se construyeron los primeros
sistemas de diagnodstico médico, como veremos en el proximo capitulo, que obtuvieron un
éxito razonable en problemas que hoy nos parecen pequenos en tamano, pero que en aquella
época eran imposibles de abordar de ninguna otra forma.

No obstante, el método probabilista clasico presentaba dos inconvenientes principales: el
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primero de ellos era la dificultad de obtener las probabilidades condicionales necesarias pa-
ra construir el modelo. La aplicacion del teorema de Bayes “en bruto” requeria un nimero
exponencial de pardmetros (cf. sec. 2.4), por lo que se hacia necesario introducir hipétesis sim-
plificadoras, que eran basicamente dos: la exclusividad de los diagnésticos y la independencia
condicional de los hallazgos. Atun asi, el numero de pardmetros seguia siendo relativamente
elevado, sobre todo teniendo en cuenta que raramente habia bases de datos a partir de las
cuales se pudieran obtener las probabilidades objetivas, por lo que en la mayor parte de los
casos se hacia necesario recurrir a estimaciones subjetivas, poco fiables. Ademéas —y éste es
el segundo inconveniente grave del modelo— las hipétesis eran poco verosimiles, sobre todo
la de independencia condicional, sobre la que se escribieron paginas y paginas en los anos
70. Por estos motivos, la mayor parte de los investigadores estaban de acuerdo en que la
probabilidad no era un método adecuado para la inteligencia artificial [38].

Por otro lado, el éxito obtenido por el sistema experto DENDRAL, considerado por muchos
como el primer sistema experto, mostré las grandes ventajas de la programacién mediante
reglas (cap. 4). Por ello, los creadores de MYCIN buscaban un método de computacién
eficiente que pudiera adaptarse al razonamiento mediante encadenamiento de reglas. Los
problemas mencionados anteriormente y la incapacidad de los métodos probabilistas para
encajar en este esquema llevaron a los responsables del proyecto a desarrollar un método
propio, consistente en asignar a cada regla un factor de certeza. Este modelo, aunque inspirado
lejanamente en el cdlculo de probabilidades, a través de la teorfa de la confirmacion de Carnap,
en la préctica no tenia ninguna relaciéon con la teoria de la probabilidad, ni siquiera con su
interpretacion subjetiva.

El éxito de MYCIN fue muy grande, pues en un campo tan complejo y tan incierto como
el de las enfermedades infecciosas, fue capaz de conseguir diagnésticos y recomendaciones
terapéuticas al menos tan buenos como los de los mejores expertos de su especialidad. Sin
embargo, los propios creadores del modelo estaban insatisfechos con él, y por ello encargaron
a un matematico, J. B. Adams un estudio, el cual demostré que en el método de combina-
cién convergente de reglas habia unas hipdtesis implicitas tan fuertes como la independencia
condicional exigida por el método probabilista, pero ain maés dificiles de justificar. En los
anos siguientes surgieron nuevas criticas cada vez mas fuertes contra la validez del modelo de
factores de certeza (sec. 4.4).

Cuando los creadores de MYCIN tenian puestos sus ojos en la teoria de Dempster-Shafer
como tabla de salvacién del modelo de factores de certeza (estamos hablando de principios de
los afios 80), ocurrié un acontecimiento que cambié completamente el escenario: la aparicién
de las redes bayesianas, un modelo probabilista inspirado en la causalidad, cuya virtud princi-
pal consiste en que lleva asociado un modelo grafico en que cada nodo representa una variable
y cada enlace representa, generalmente, un mecanismo causal.! El extraordinario desarrollo
experimentado por las redes bayesianas en esa década y, a ritmo mas moderado pero cons-
tante, en los anos 90, ha permitido construir modelos de diagndstico y algoritmos eficientes
para problemas de tamano considerable, a veces con cientos de variables, o incluso con miles

LConviene sefialar que ésta es una cuestién muy discutida. Més aiin, la propia existencia de la causalidad ha
sido seriamente negada en algunas épocas: los ataques més conocidos y virulentos son los del joven Bertrand
Russel, quien luego evoluciondé hacia una oposicién més moderada. Recientemente (a partir de 1993) se han
publicado varios articulos y algiin libro dedicados al estudio de la causalidad y, en particular, a su relacién con
los modelos graficos probabilistas. Sin embargo, éste es un punto ain muy debatido y, a nuestro juicio, ain
no se estudiado suficientemente en el papel esencial que desempena la causalidad en las redes bayesianas; éste
es el tema de un trabajo que tenemos en preparacién (cf. sec. 3.2.4).
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de variables en algunos problemas de genética. Por ello, algunos de los antiguos detractores
del uso de la probabilidad en inteligencia artificial son hoy en dia defensores entusiastas de
los modelos graficos probabilistas. Practicamente todas las universidades mas importantes
de Estados Unidos y las empresas punteras de la informatica tienen grupos de investigacion
dedicados a este tema. Microsoft, por ejemplo, creé en 1992 un grupo formado por algunos
de los investigadores mas prestigiosos del area, los cuales se han organizado recientemente en
tres subgrupos, especializados en distintos aspectos de la aplicacién de las redes bayesianas
a la informdtica; de hecho, la inclusién de estos métodos y modelos en Windows 95/98 y
Office 97/2000 ha hecho que las redes bayesianas sean la aplicacién de la inteligencia artificial
que ha llegado, con diferencia, a mayor ntimero de usuarios. Otras empresas lideres de la
informaética, como Digital, Hewlett-Packard, IBM, Intel, Siemens, SRI, etc., cuentan igual-
mente con equipos de investigacién en este campo. También en Espana hay un buen nimero
de investigadores que, aunque muy dispersos por toda la geografia nacional, han empezado
a trabajar de forma coordinada para abordar proyectos de mayor envergadura (se puede ob-
tener més informacién a través de las pdginas de Internet que indicamos més adelante); de
hecho, creemos que, después de Estados Unidos, Espana es el pais en que mas universidades
investigan sobre redes bayesianas.

En paralelo con esta evolucién histérica de crisis y resurgimiento de la probabilidad, se de-
sarrolld la teoria de los conjuntos difusos, frecuentemente llamada —con cierta impropiedad—
légica difusa.? La motivacién inicial no fue el estudio de la incertidumbre, sino el estudio de la
vaguedad, que es algo diferente. Por ejemplo, si sabemos que Juan mide 1’78 m., no podemos
decir con rotundidad que es alto, pero tampoco podemos decir que no lo es: se trata de una
cuestion de grado; en este caso hay vaguedad intrinseca, pero no hay incertidumbre, con lo
que se demuestra que son dos conceptos en principio independientes, aunque existe una cierta
relacion en el sentido de que si recibimos una informacién imprecisa (por ejemplo, si nos dicen
que Juan es alto, pero sin decirnos su estatura exacta) tenemos una cierta incertidumbre.

En realidad, la necesidad de tratar la vaguedad surge de una antigua paradoja, que
podriamos expresar asi: una persona que sélo tiene un céntimo de euro es sumamente pobre,
indudablemente; ahora bien, si a una persona que es sumamente pobre le damos un céntimo,
sigue siendo sumamente pobre; aplicando esta regla repetidamente, llegamos a la conclusién
de que una persona que tiene 10 millones de euros es sumamente pobre. La solucién a esta
paradoja es que el concepto de “pobre” o “sumamente pobre” no tiene un limite completa-
mente definido, sino que a medida que le damos a esa persona un céntimo tras otro, hasta
llegar a los 10 millones de euros (en el supuesto de que tuviéramos esa cantidad de dinero),
el grado de pobreza va disminuyendo paulatinamente: no hay un tinico céntimo que le haga
pasar de ser pobre a ser rico.

Por eso, la brillante idea de Lofti Zadeh —considerado como el “padre” de la légica difusa,
no so6lo por haber tenido la idea original, sino también por la gran cantidad de lineas que ha
abierto en el campo desde entonces— consiste en permitir que el grado de pertenencia a
algunos conjuntos sea un nimero entre 0 y 1, de modo que, por ejemplo, para quien no tiene
mas que dos pesetas, su grado de pertenencia al conjunto de personas pobres es 1, mientras
que para quien tiene 1.500 millones de pesetas es 0; en cambio, para una persona que tiene

2Hay quienes traducen el adjetivo anglosajén fuzzy logic como borroso, mientras que otros lo traducimos
como difuso. El motivo de preferir expresiones como conjuntos difusos en vez de conjuntos borrosos, es que el
hecho de que no tengan una frontera bien definida es una propiedad intrinseca, mientras que el término borroso
sugiere que se trata de un fenémeno de observaciéon. En cualquier caso, conviene que el lector se acostumbre
a encontrar ambos términos indistintamente.
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500.000 pesetas ahorradas el grado de pertenencia podria ser 0’4 o 0’5 (cf. fig. 5.2, en la
pag. 131). Lamentablemente, el punto mas débil de la 16gica difusa es la carencia de una
definicién operativa que permita determinar objetivamente el grado de pertenencia,? con lo
que toda la teoria queda coja desde su nacimiento; esto no ha impedido el extraordinario
desarrollo de la légica difusa, con miles de articulos, libros, revistas y congresos dedicados al
tema.

Al igual que la aplicacién de la teoria de la probabilidad a los sistemas expertos y el sur-
gimiento del modelo de factores de certeza de MYCIN vinieron motivados por la necesidad
de abordar problemas médicos, la mayor parte de las aplicaciones de la logica difusa se han
desarrollado en el campo de la ingenieria y la industria, especialmente en Japén, donde el
control difuso se estd utilizando desde hace varios afios en la supervision de procesos de fabri-
cacién, en el guiado de ferrocarriles, en pequenos electrodomésticos, en camaras de fotos, etc.,
etc. También en este campo es Espana uno de los paises punteros, tanto por la importancia
de las aportaciones tedricas como por las aplicaciones a la medicina, entre las que destaca el
sistema experto MILORD.

Los cuatro métodos que acabamos de comentar corresponden a los cuatro capitulos si-
guientes de este texto:

e Capitulo 2: método probabilista clasico
e Capitulo 3: redes bayesianas
e Capitulo 4: modelo de factores de certeza

e Capitulo 5: légica difusa.

Es importante sefialar que, mientras las redes bayesianas y la légica difusa son temas de
gran actualidad, como lo prueba la intensa labor investigadora que se estd realizando en cada
uno de ellos, el método probabilista clasico y el modelo de factores de certeza se consideran
temas “muertos” desde el punto de vista de la investigacién, por razones diversas. En cuanto
al método probabilista clasico, se trata en realidad de un caso particular de red bayesiana,
que en la mayor parte de los problemas reales ha de ser sustituido por una red bayesiana
general (un polidrbol o una red con bucles). En cuanto a los factores de certeza, Heckerman
demostro6 en 1986 [26] no s6lo que el modelo de MYCIN contiene graves incoherencias, sino que
es imposible construir un modelo coherente de factores de certeza, salvo para casos sumamente
simples.

Sin embargo, los motivos por los que los vamos a estudiar en este texto no son solamente
histéricos. Por un lado, el método probabilista clasico, al ser una red bayesiana muy simple,
ayuda a entender mejor las redes bayesianas (se trata, por tanto de un motivo pedagégico);
por otro, el mismo hecho de ser una red bayesiana muy simple permite aplicarle métodos
de aprendizaje que no son validos para redes bayesianas generales, con lo que se obtienen
algunas ventajas [37]. En cuanto al modelo de factores de certeza, a pesar de sus graves

3Una de las formas propuestas —en la literatura, no en aplicaciones practicas— para la asignacién de grados
de pertenencia consiste en hacer una encuesta, de modo que si el 80% de los encuestado opina que = pertenece
al conjunto difuso A, tendriamos pua(z) = 0’8. Sin embargo, esta interpretacién del grado de pertenencia
contradice la forma en que se aplican habitualmente las reglas de composicién de conjuntos, mediante normas
y conormas. Dado el cardcter introductorio de este texto, no vamos a entrar en tales criticas, que son, por
cierto, parte de nuestro trabajo de investigacién en la actualidad.
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inconsistencias se sigue utilizando en muchos de los sistemas expertos de la actualidad; de
hecho —algunas herramientas comerciales destinadas a construir sistemas expertos, como
GoldWorks, lo incorporan “de serie”— pues la Unica alternativa que existe para el razona-
miento aproximado mediante reglas es la légica difusa, con lo que resulta mucho mas dificil
construir el modelo (ya no es tan sencillo como asignar un factor de certeza a cada regla) y
aumenta considerablemente el coste computacional del encadenamiento de reglas.

Como conclusién, queremos senalar que el debate sobre cudl es el método méas adecuado
para representar la incertidumbre sigue abierto hoy en dia. Por un lado, esta el grupo de los
bayesianos (en el que se encuentran los autores de este texto), que defienden —algunos de
ellos con gran vehemencia— que la teoria de la probabilidad es el inico método correcto para
el tratamiento de la incertidumbre. Por otro, estdan quienes senialan que los modelos proba-
bilistas, a pesar de sus cualidades, resultan insuficientes o inaplicables en muchos problemas
del mundo real, por lo que conviene disponer ademés de métodos alternativos.

Dado el cardcter introductorio de esta obra no vamos a entrar aqui en el debate entre los
defensores de una y otra postura, sino que nos limitamos a exponer de forma lo més objetiva
posible los métodos mas utilizados, con el fin de que el alumno que esta a punto de convertirse
en Ingeniero Técnico en Informética conozca estas herramientas por si algin dia le pueden
ser ttiles en su labor profesional.

1.3 Bibliografia recomendada

De momento nos vamos a limitar a recomendar sélo un par de libros generales, y al final de
cada uno de los capitulos siguientes daremos bibliografia especifica. Como libro introductorio
de nivel asequible recomendamos el de Krause y Clark [36], que ademds de los temas que hemos
mencionado en este capitulo, incluye otros, como la teoria de Dempster-Shafer y algunos
métodos cualitativos. Como obra de referencia, recomendamos el libro de Shafer y Pearl [56],
en que se recogen, clasificados y comentados, la mayor parte de los articulos més relevantes
sobre razonamiento aproximado publicados hasta la fecha (aunque, sorprendentemente, no
hay ninguno dedicado a la légica difusa).






Capitulo 2

Método probabilista clasico

El objetivo central de este capitulo es estudiar el método probabilista cldsico. Para ello, debe-
mos introducir primero los conceptos fundamentales sobre probabilidad: variables aleatorias,
probabilidades conjunta, marginal y condicionada, etc. (sec. 2.1). Presentaremos después dos
secciones independientes entre si: una dedicada a los conceptos de independencia, correlacion
y causalidad (2.2) y otra al teorema de Bayes (2.3). Con esta base, podremos por fin estudiar
el método probabilista cldsico en la seccion 2.4.

2.1 Definiciones basicas sobre probabilidad

Una exposicion correcta de la teoria de la probabilidad debe apoyarse en la teoria de conjuntos,
concretamente, en la teoria de la medida. Sin embargo, dado que en este capitulo vamos a
tratar solamente con variables discretas, podemos simplificar considerablemente la exposicién
tomando como punto de partida el concepto de variable aleatoria.

> Variable aleatoria. Es aquélla que toma valores que, a priori, no conocemos con certeza.

En esta definicién, “a priori” significa “antes de conocer el resultado de un acontecimiento,
de un experimento o de una elecciéon al azar”. Por ejemplo, supongamos que escogemos al
azar una persona dentro de una poblacién; la edad y el sexo que va a tener esa persona son
dos variables aleatorias, porque antes de realizar la eleccién no conocemos su valor.

Para construir un modelo matemaético del mundo real —o, més exactamente, de una
porcién del mundo real, que llamaremos “sistema”— es necesario seleccionar un conjunto de
variables que lo describan y determinar los posibles valores que tomaré cada una de ellas. Los
valores asociados a una variable han de ser ezclusivos y erhaustivos. Por ejemplo, a la variable
edad podemos asociarle tres valores: “menor de 18 anos”, “de 18 a 65 anos” y “mayor de 65
anos”. Estos valores son exclusivos porque son incompatibles entre si: una persona menor
de 18 anos no puede tener de 18 a 65 anos ni mas 65, etc. Son también exhaustivos porque
cubren todas las posibilidades. En vez de escoger tres intervalos de edad, podriamos asignar a
la variable edad el niimero de afios que tiene la persona; en este caso tendriamos una variable
numeérica.

Es habitual representar cada variable mediante una letra maytscula, a veces acompanada
por un subindice. Por ejemplo, podemos representar la variable edad mediante X; y la varia-
ble sexo mediante Xo. Los valores de las variables suelen representarse con letras minusculas.

9
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Por ejemplo, podriamos representar “menor de 18” mediante 9:{, “de 18 a 65” mediante z§
y “mayor de 65" mediante x}. (Hemos escogido los superindices j, a y ¢t como abreviaturas
de “joven”, “adulto” y “tercera edad”, respectivamente.) Si en vez de representar un valor
concreto de los tres queremos representar un valor genérico de la variable X7, que puede ser
cualquiera de los anteriores, escribiremos x1, sin superindice. Los dos valores de la variable
sexo, X9, que son “varén” y “mujer”’, pueden representarse mediante x§ y x4’ respectiva-
mente.

Cuando tenemos un conjunto de variables {Xi, ..., X, }, lo representaremos mediante X.
La n-tupla & = (x1,...,x,) significa que cada variable X; toma el correspondiente valor z;.
En el ejemplo anterior, el par (z{,z5") indicaria que la persona es una mujer adulta (entre 18
y 65 anos).

En la exposicién de este capitulo y de siguiente vamos a suponer que todas las variables
son discretas. Nuestro punto de partida para la definicion de probabilidad serd el siguiente:

> Probabilidad conjunta. Dado un conjunto de variables discretas X = {X7,..., X}, de-
finimos la probabilidad conjunta como una aplicacién que a cada n-tupla z = (x1,...,2,)
le asigna un ntmero real no negativo de modo que

ZP(@:Z”'ZP(“v--w%):1 (2.1)

Recordemos que, segin la notacién que estamos utilizando, P(z1,...,x,) indica la pro-
babilidad de que, para cada 4, la variable X; tome el valor z;. Por ejemplo, P(z{, z3") indica
la probabilidad de que la persona escogida por cierto procedimiento aleatorio sea una mujer
de entre 18 y 65 anos.

> Probabilidad marginal. Dada una distribucién de probabilidad conjunta P(x1,...,zy),
la probabilidad marginal para un subconjunto de variables X’ = {X{,..., X/,} C X viene
dada por
P@)=P@y,....ah)= Y P(z1,...,2) (2.2)
x| X g X'

El sumatorio indica que hay que sumar las probabilidades correspondientes a todos los
valores de todas las variables de X que no se encuentran en X’. Por tanto, la distribucién
marginal para una variable X; se obtiene sumando las probabilidades para todas las configu-
raciones posibles de las demas variables:

Plz)= Y P1,...,zn) (2.3)

T4 |)(J7ﬁ)(Z

Proposiciéon 2.1 Dada una distribucién de probabilidad conjunta para X, toda distribucion
de probabilidad marginal obtenida a partir de ella para un subconjunto X’ C X es a su vez
una distribucién conjunta para X’.

Demostracion. A partir de la definicién anterior es facil demostrar que P(z},...,2/,) es un
nimero real no negativo; basta demostrar, por tanto, que la suma es la unidad. En efecto,
tenemos que

_Zp(z'):Z..-Zp(xg,...,x;,): > > Plar,...,xn)

x¢|Xi€X’ xl|X1€X’
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Como las variables son discretas, el nimero de sumandos es finito, por lo que podemos
reordenar los sumatorios de modo que

ZP(:@'):Z.--Zp(xl,...,xn):1 (2.4)

con lo que concluye la demostracién. O

Corolario 2.2 La suma de las probabilidades de los valores de cada variable ha de ser la

unidad:
Y Pa) =1 (2.5)

Ejemplo 2.3 Supongamos que tenemos una poblaciéon de 500 personas cuya distribucién por
edades y sexos es la siguiente:

N Varén Mujer | TOTAL

<18 67 68 135
18-65 122 126 248
>65 o7 60 117

TOTAL | 246 254 500

Realizamos un experimento que consiste en escoger una persona mediante un procedimiento
aleatorio en que cada una de ellas tiene la misma probabilidad de resultar elegida. En este
caso, la probabilidad de que la persona tenga cierta edad y cierto sexo es el numero de
personas de esa edad y ese sexo, dividido por el total de personas en la poblacién: P(x1,x2) =
N(z1,22)/N. Por tanto, la tabla de probabilidad sera la siguiente:

P Varon Mujer TOTAL
<18 | P(zd,28) = 0134 P(2],27) = 0136 | P(2]) = 0'270
18-65 | P(z§,2%) =0'244 P(z§,25") = 0252 | P(z%) = 0’496
>65 | P(at,a8) = 0114 P(a,2") = 0120 | P(z}) = 0'234
TOTAL | P(x%) = 0492 P(z3) = 0'508 1000

Las probabilidades marginales se obtienen sumando por filas (para X;) o por columnas
(para X3), de acuerdo con la ec. (2.2). Observe que estas probabilidades marginales también
se podrian haber obtenido a partir de la tabla de la poblacién general. Por ejemplo: P(z}) =
N (:1;{) /N = 135/500 = (0/270. Naturalmente, la suma de las probabilidades de los valores de

cada variable es la unidad. O

> Probabilidad condicional. Dados dos subconjuntos disjuntos de variables, X = {X7,...,
X,}eY ={Y1,...,Y,}, vy una tupla Z (es decir, una asignacién de valores para las
variables de X) tal que P(Z) > 0, la probabilidad condicional de § dado Z, P(y|z), se
define como

(2.6)

O
El motivo de exigir que P(z) > 0 es que P(Z) = 0 implica que P(Z,y) = 0, lo que daria
lugar a una indeterminacién.
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Ejemplo 2.4 Continuando con el ejemplo anterior, la probabilidad de que un varén sea
mayor de 65 afios es la probabilidad de ser mayor de 65 anos (z}) dado que sabemos que es
varén (z3): P(x!|xy) = P(zl,28)/P(xy) = 0'114/0/492 = 0/23171. Observe que, como era
de esperar, este resultado coincide con la proporcién de varones mayores de 65 anos dentro del
grupo de varones: N (zt,z3)/N(x3) = 57/246 = (0/23171. En cambio, la probabilidad de que
una persona mayor de 65 afos sea varén es P(z§|zt) = Pz}, 28)/P(z}) = 0'114/0'234 =
0'48718. Se comprueba asi que, en general, P(xq|x2) # P(x2|z1). Igualmente, se puede
calcular la probabilidad de que una persona mayor de 65 anos sea mujer: P(zJ'|z!) =
Pzt 20")/P(2}) = 0'120/0'234 = (0'51282. Por tanto, P(xy|z}) + P(z] | z}) = 0/48718 +
0’51282 = 1, como era de esperar, pues toda persona mayor de 65 anos ha de ser o varén o
mujer, y no hay otra posibilidad. O

Este resultado se puede generalizar como sigue:

Proposicién 2.5 Dados dos subconjuntos disjuntos de variables, X e Y, y una tupla Z tal
que P(z) > 0, se cumple que

vz, Y P(ylz)=1 (2.7)
Y
Demostracion. Aplicando las definiciones anteriores,

> Pl =) P;f;? — P(lf) > P(e.g) = P(li)P@) _1 (2.8)

|

Observe que esta proposicién es el equivalente de la ecuacién (2.4) para probabilidades
condicionadas.

Ejercicio 2.6 Como aplicacién de este resultado, comprobar que sz P(zg|z1) = 1 para
todos los valores de z; en el ejemplo 2.3 (antes lo hemos demostrado sélo para z!). También
se puede comprobar que ), P(z1]|r2) = 1, tanto para x§ como para z4".

Teorema 2.7 gTeorema de la probabilidad total) Dados dos subconjuntos disjuntos de
variables, X e Y, se cumple que

Py)= Y, Pylz)-P@) (2.9)
z| P(z)>0

Demostracion. Por la definiciéon de probabilidad marginal,
P(y) =) _ P(z,7)
T

Ahora bien, P(z) = 0 implica que P(z,y) = 0, por lo que sé6lo es necesario incluir en la suma
las tuplas cuya probabilidad es positiva:

P(y) = P(z,9)
z| P(z)>0
Basta aplicar ahora la definicién de probabilidad condicional para concluir la demostracion.

a

Este resultado se puede generalizar como sigue (observe que la proposicién siguiente no
es mds que el teorema de la probabilidad total, con condicionamiento):
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Proposicién 2.8 Dados tres subconjuntos disjuntos de variables, X, Y y Z, si P(2) > 0, se
cumple que

P(ylz)= Y P(y|zz) P|2) (2.10)
z| P(z]2)>0

Demostracion. Por la definicién de probabilidad condicional,

P(y|z) = P]S?’;) = Pzz) %:P(f,zj,z)

Al igual que en el teorema anterior, basta sumar para aquellas tuplas z tales que P(z|z) > 0,
que son las mismas para las que P(Z,z) > 0, pues

P(3) >0 = {P(z]%) =0 & P(z,2) = 0}

Por tanto

Ejemplo 2.9 (Continuacién del ejemplo 2.3) La probabilidad de ser varén dentro de cada in-
tervalo de edad es P(z|z]) = 0/49630, P(z4|z$) = 049194 y P(z%|zt) = 0/48718. Aplicando
el teorema de la probabilidad total,

P(z8) = P(ab]a1) - P(x1) (2.11)
1

= 0/49630 - 0’270 4 /49194 - 0/496 + 0'48718 - 0'243 (2.12)

= 0134 4 0'244 + 0'114 = 0'492 (2.13)

que es el valor que ya conocfamos. O

Finalmente, enunciamos una proposiciéon que se deduce facilmente de la definicién de
probabilidad condicional, pero que nos sera de gran utilidad en este capitulo y en el siguiente.

Proposicién 2.10 (Factorizacién de la probabilidad conjunta) Dado un conjunto de
variables X y una particién {X1,..., X} de X, se cumple que

k
P(z) =[] P@i|Zis1, ... Tx) (2.14)
=1

Demostracion. Por la definicién de probabilidad condicional

P(z)
P(EQaaik‘):P(i‘Q‘ji’n7jk)P(j37?jk)

P(zy1,...,%) = P(Z1|Z2,...,%k) - P(Z2,...,Tk)

P(fk717jk) = P(-i'k:fl ‘«’Z'k) : P(i'k)

Basta sustituir cada igualdad en la anterior para concluir la demostracion. O
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Ejemplo 2.11 Sea X = {A, B,C, D, E}. Para la particién {{A4, D},{C},{B, E}} tenemos
P(a,b,c,d,e) = P(a,d|b,c,e) - P(c|b,e)- P(b,e)
Del mismo modo, para la particién {{B},{D},{C},{A},{E}} tenemos

P(a,b,c,d,e) = P(bla,c,d,e)- P(d|a,c,e)- P(c|la,e)-P(ale) - P(e)

2.2 Independencia, correlacion y causalidad

2.2.1 Independencia y correlaciones

> Valores independientes. Dos valores x e y de dos variables X e Y, respectivamente,
son independientes sii P(z,y) = P(x) - P(y).

> Valores correlacionados. Dos valores x e y de dos variables X e Y, respectivamente,
estdn correlacionados sii no son independientes, es decir, sii P(z,y) # P(x)-P(y). Cuando
P(z,y) > P(x)-P(y), se dice que hay correlacién positiva. Cuando P(x,y) < P(x)-P(y),
se dice que hay correlacién negativa.

Ejemplo 2.12 (Continuacién del ejemplo 2.3) Entre ser varén y ser menor de 18 anos hay
correlacién positiva, porque P(z7,2%) = 0'134 > P(x]) - P(2%) = 0270 - 0492 = /13284,
aunque es una correlacion débil. Igualmente, hay una débil correlacién positiva entre ser
mujer y mayor de 65 anos: P(z},25") = 0'120 > P(a}) - P(zJ') = 0'234 - (/508 = 0'118872.
En cambio, entre ser varén y mayor de 65 anos hay correlacién negativa, pues P(z},z}) =
0114 < P(zt) - P(23) = 0/234 - 0492 = 0/115128.

Consideramos ahora una tercera variable, X3, el color de los ojos, de modo que z§? indica
“ojos azules”. Supongamos que la probabilidad de tener los ojos de un cierto color es la
misma para cada edad: P(x3|x1) = P(x3); entonces, dados dos valores cualesquiera x; y x3,
han de ser independientes. Del mismo modo, si la probabilidad de tener los ojos de un cierto
color es la misma para cada sexo, entonces x2 y x3 han de ser independientes [para todo par

(xg, 333)] O

De los conceptos de independencia y correlacién entre valores podemos pasar a los de
independencia y correlacién entre variables.

> Variables independientes. Dos variables X e Y son independientes sii todos los pares
de valores x e y son independientes, es decir, sii

Vz,Vy, P(z,y)= P(z)-P(y) (2.15)

> Variables correlacionadas. Dos variables X e Y estan correlacionadas sii no son
independientes, es decir, sii

dz,Jy, P(x,y)# P(z)- P(y) (2.16)

Hemos visto anteriormente que, cuando dos valores estdn correlacionados, la correlacién
ha de ser necesariamente o positiva o negativa. Sin embargo, en el caso de dos variables
correlacionadas la cuestién es bastante mdas compleja. Intuitivamente, podemos decir que
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entre dos variables X e Y hay correlacién positiva cuando los valores altos de una estan
correlacionados positivamente con los valores altos de la otra y negativamente con los valores
bajos de ella; por ejemplo, dentro de la poblacién infantil hay correlacion positiva entre la edad
y la estatura. Por tanto, la primera condicién para poder hablar del signo de la correlacién
entre dos variables es que ambas sean ordinales; cuando una de ellas no lo es (por ejemplo,
el sexo y el color de ojos no son variables ordinales), no tiene sentido buscar el signo de
la correlacién. Ademads, es necesario establecer una definicién matemaética precisa, lo cual
encierra algunas sutilezas en las que no vamos a entrar, dado el caracter introductorio de esta
obra, por lo que nos quedamos con la definicién intuitiva anterior.

Estas definiciones de correlacion e independencia se pueden generalizar inmediatamente
de dos variables X e Y a dos conjuntos de variables X e Y, y de dos valores = e y a dos tuplas
Tey.

2.2.2 Independencia condicional

> Valores condicionalmente independientes.  Sean tres valores z, y y z de las va-
riables X, Y y Z, respectivamente, tales que P(z) > 0; = e y son condicionalmente
independientes dado z sii P(z,y|z) = P(z|z) - P(y|z).

> Variables condicionalmente independientes. Las variables X e Y son condicio-
nalmente independientes dada una tercera variable Z sii todo par de valores = e y es
condicionalmente independiente para cada z tal que P(z) > 0; es decir, sii

Va,Vy,Vz, P(z) >0 = P(x,y|z)=P(z|z) - Ply|=2) (2.17)

> Separacién. La variable Z separa las variables X e Y sii éstas dos udltimas son condicio-
nalmente independientes dada Z.

Estas definiciones son igualmente vélidas para conjuntos de variables X, Y y Z.

Proposicién 2.13 Sea un conjunto de variables Y ={V1,...,Y,} y una tupla z de_X que
separa el conjunto Y, de modo que P(y|z) = [[;L, P(y;|7). Para todo subconjunto Y de Y’
se cumple que:

vy, P(7lz) = [ Pz (2.18)
jlY;ey”

Demostracion. Por la definicién de probabilidad marginal,

P@lx)= Y P@lo= Y J[Pwl2)

y; | Y¢Y7 y; | Yy’ j=1
= I] Pwln|-| >, I Pwla
JjlY;ey’ yi | Y38Y 51Y;8Y’

Aplicando la propiedad distributiva de la suma y el producto recursivamente dentro del se-
gundo corchete, se van “eliminando” variables, con lo que al final se obtiene la unidad. El
siguiente ejemplo ilustra el proceso.
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Ejemplo 2.14 Sean Y = {Y},Y2,Y3,Y,, Y5} e Y/ = {Y1,Y;}. Supongamos que se cumple la
condicién (2.18), que para este ejemplo es

P(y1,92,93,y4,y5 | %) = P(y1| %) - P(y2|Z) - P(y3|Z) - P(ya|Z) - P(ys| )

El célculo de P(y1,y4| %) se realiza asi

P(y1,ys|2) =D > > P(y1, 2,3, 95| T)

Y2 Ys Ys

= P(y1|Z) - P(ya| ) - [ZZZPwa P(ys|z) - (y5|ff)]

Y2 Yz Ys

El resultado de calcular los sumatorios da la unidad, pues

YN P(ya|®)- Plys| ) Plys | 7) =

Y2 Y3 Ys
SDEAED » L NENAE]
Y2 Y3 Ys
LTI e e
Y2 Y3 Ys
=Y > P(ys|®)- Plys|7) = P(yslf)-zp(ys)\f)]
Y3 Ys Y3 Ys
¥ r )| | s 21| <1
Y3 Ys
Proposicién 2.15 Sea un conjunto de variables Y = {Y7,...,Y;,} y una tupla Z de X que

separa el conjunto Y, de modo que P(y|z) = [ =1 P(y;|z). Dados dos tuplas cualesquiera ¢’
" de dos subconjuntos Y’ e Y disjuntos de Y, se cumple que

P(y,y"|z) = P(j'|z) - P(§"|x) (2.19)
P(j|z,§") = P(7'|z) (2.20)

Demostracion. Por la proposiciéon anterior,

p.y"l5)= ]I Pwln=| [ Pwl|-| I Pwlz

JlY;ey uy”) JjlY;ey’ JlY;ev”
=P(y'|z) P(y"| )
y de aqui se deduce que

P(i:, g/, g//) B P(@l, =1/ ‘
P(z,y") Pz

Py |z.y") =
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Ejemplo 2.16 Sea de nuevo el conjunto Y = {¥1,Y32,Y3,Y,, Y5}, que cumple la condi-
cién (2.18). Y = {Y1,Ys} e Y” = {Y2}. La proposicién que acabamos de demostrar nos
dice que

P(y1,y2,y11%) = P(y1,y4|7) - P(y2|T)
P(y1,ya|%,y2) = P(y1,94| %)

Estas dos proposiciones nos seran muy utiles en la seccién 2.4 y en el préximo capitulo.

2.2.3 Representacion grafica de dependencias e independencias

En los modelos graficos, cada nodo representa una variable, y los enlaces o ausencia de enlaces
representan las correlaciones entre ellos. Por ejemplo, la figura 2.1 indica que el sexo y el color
de ojos son variables independientes. Cuando una variable ejerce influencia causal sobre otra,
se traza una flecha entre ambas, como muestra la figura 2.2, la cual representa el hecho de
que la edad de una persona influye en los ingresos que percibe.

Color de ojos

Figura 2.1: Dos variables independientes.

Figura 2.2: Dependencia causal entre dos variables.

En el caso de considerar tres variables correlacionadas entre si, podemos encontrar distin-
tos tipos de estructuras. Por ejemplo, la figura 2.3 indica que

e la edad influye en la estatura
e la edad influye en los ingresos
e hay correlacién (a priori) entre la estatura y los ingresos

e cuando se conoce la edad, desaparece la correlacién entre estatura e ingresos.

En cambio, la figura 2.4 indica que la edad influye en la estatura y la estatura influye en
el nimero que calza la persona; ademas, la ausencia de un enlace entre la edad y el nimero
de calzado indica que ambas variables son independientes cuando se conoce la estatura; es
decir, este modelo afirma que dos personas que midan 1’75 tienen la misma probabilidad de
calzar cada numero, independientemente de cudl sea su edad.

Otro modelo posible es el que relaciona la edad, el sexo y la estatura (fig. 2.5). Obser-
vemos que en él sucede, en cierto sentido, lo contrario que en los modelos anteriores. Vimos
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Figura 2.3: Dependencia causal entre un nodo padre y dos hijos.

Figura 2.4: Dependencia causal de tres variables en cadena.

que la estatura y los ingresos son dos variables correlacionadas a priori (fig. 2.3), pero la
correlacién desaparecia al conocer la edad. Del mismo modo, la edad y el niimero de calzado
eran variables correlacionadas a priori (fig. 2.4), pero la correlacién desaparecia al conocer la
estatura. Sin embargo, en este ultimo ejemplo se da la situacion inversa: la edad y el sexo son
variables independientes (estamos suponiendo que la esperanza de vida es igual para hombres
y mujeres), pero ambas pasan a estar correlacionadas cuando se conoce la estatura.! Esta
asimetria se conoce con el nombre de separacion direccional y constituye la piedra angular
de las redes bayesianas, como veremos detenidamente a lo largo del préximo capitulo.

Estatura

Figura 2.5: Dependencia causal entre dos padres y un hijo.

Para concluir esta seccién, veamos en la figura 2.6 un ejemplo en que aparece un bucle.
Este modelo nos dice que el coche que compra una persona depende de sus ingresos (ob-
viamente) pero también de su edad: una persona joven tiende a comprar coches deportivos,
con una estética moderna, mientras que una persona de mayor edad generalmente da mas
importancia a la comodidad y a la seguridad.

2.2.4 Diferencia entre causalidad y correlaciéon

Se ha discutido mucho sobre si la correlacién matematica representa solamente correlacién o si
en algunos casos representa causalidad; en realidad, lo que se discute es la esencia misma de la
causalidad. Aunque ésta es una cuestién principalmente filoséfica, recientemente han surgido

1Se puede ver la correlacién con el siguiente razonamiento: un varén que mide 1’55 tiene menor probabi-
lidad de ser adulto que una mujer que tenga esa misma estatura. Es decir, para una cierta estatura, surgen
correlaciones entre el sexo y la edad.
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Ingresos

Figura 2.6: Diagrama causal en forma de bucle.

argumentos matematicos en favor de la causalidad como algo diferente de la mera correlacién.
Nuestra opinién es que la causalidad existe y es distinta de la correlacién. De hecho, vamos
a mostrar en esta seccién que causalidad implica correlacién pero no a la inversa.

Por ejemplo, un estudio llevado a cabo en Inglaterra demostré que habia una fuerte
correlacion entre el nimero de cigiienas de cada localidad y el nimero de nacimiento de
ninos. jPodria utilizarse este hallazgo para afirmar que son las cigiienas las que traen los
ninos? ;O es acaso la presencia de nifios lo que atrae a las cigiienas?

Naturalmente, no hace falta buscar hipdtesis tan extrafias para explicar tal correlacién,
pues existe una alternativa mucho mas razonable: el nimero de habitantes de una localidad
influye en el nimero de iglesias (en general, cuantos més habitantes, mas iglesias), con lo
que las cigiienas tienen més campanarios donde poner sus nidos. Por otro lado, hay una
correlacion natural entre el niimero de habitantes y el nimero de nacimientos. Graficamente
lo representariamos mediante la figura 2.7. Este grafico nos dice que el nimero de nacimientos
esta correlacionado tanto con el niimero de cigiienas como con el nimero de iglesias, pero es
condicionalmente independiente de ambos dado el niimero de habitantes.

N¢ habitantes

N iglesias

N¢ nacimientos

N ciglienas

Figura 2.7: La correlacién entre ntimero de cigiienas y ntmero de nacimientos no implica
causalidad.

Por poner otro ejemplo, ideado por Ross Shachter, supongamos que se ha comprobado
que existe una correlacién significativa entre el consumo de teracola (una bebida imaginaria)
y la aparicién de manchas en la piel. ;Significa eso que las autoridades sanitarias deben
prohibir la venta de esa bebida? Es posible; pero consideremos una explicacién alternativa,
representada por el diagrama de la figura 2.8, el cual afirma que la verdadera causa de las
manchas en la piel es el contagio en la piscina. La correlacién observada se explica, segtin este
modelo, porque un aumento de la temperatura provoca, por un lado, que la gente vaya mas
a la piscina y, por otro, que beba més refrescos. Ademads, son las personas con mas ingresos
econdémicos las que pueden permitirse ir con mayor frecuencia a la piscina y, a la vez, comprar
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mas bebidas. Estas dos razones hacen que el consumo de teracola esté correlacionado con el
hecho de ir a la piscina y, en consecuencia, correlacionado con la aparicién de manchas en la
piel. La correlacion desapareceria si el supuesto estudio epidemiolégico hubiera considerado
la temperatura ambiental y los ingresos de la persona, pues el consumo de teracola y la
aparicién de manchas en la piel son condicionalmente independientes dadas la temperatura y
los ingresos.

Temperatura Ingresos

Teracola

Manchas piel

Figura 2.8: La correlacion entre el consumo de teracola y la aparicién de manchas en la piel
no implica causalidad.

Con este par de ejemplos hemos intentado mostrar que correlacién y causalidad son con-
ceptos muy distintos (la causalidad implica correlacién, pero la correlacién no implica cau-
salidad) y —lo que es mucho més importante en medicina, psicologia, sociologia, etc.— que
hay que tener mucho cuidado al interpretar los resultados de un estudio epidemiolégico, una
estadistica o una encuesta para evitar sacar conclusiones erréneas.

Por ejemplo, en 1996 publicaba cierto periédico la noticia de que un estudio llevado a cabo
en Estados Unidos habia demostrado que las personas que comen mas tomates tienen menos
riesgo de padecer cédncer (un hecho experimental) y de ahi deducia que conviene comer més
tomate para reducir el riesgo de cancer, una conclusién que podria parecer evidente, pero que
es muy cuestionable a la luz de los ejemplos que acabamos de mostrar.

2.3 Teorema de Bayes

2.3.1 Enunciado y demostracion

La forma clasica del teorema de Bayes es la siguiente:

Teorema 2.17 (Teorema de Bayes) Dadas dos variables X e Y, tales que P(x) > 0 para
todo z y P(y) > 0 para todo y, se cumple

P(z) - Ply|x)
2 P - Plyl|)

xl

P(ay) = (2.21)

Este teorema se puede generalizar asi:

Teorema 2.18 (Teorema de Bayes generalizado) Dadas dos n-tuplas Z e § de dos sub-
conjuntos de variables X e Y, respectivamente, tales que P(z) > 0y P(y) > 0, se cumple



2.3. Teorema de Bayes 21

que
o P@Pl2)
Pl = =) PG 1) 222
z' | P(z')>0

Demostracion. Por la definicién de probabilidad condicional, P(z,y) = P(Z) - P(y|Z), y por
tanto,
. P(z,5) P& -P@{lz
p(a|g)— PE0) _ PE)-Pll2)
P(y) P(y)
Basta aplicar el teorema de la probabilidad total (proposicién 2.7) para completar la demos-
tracion. O

Proposicién 2.19 Dados tres subconjuntos disjuntos X, Y y Z, si P(y,2) > 0, se cumple
que

Teniendo en cuenta que —por la definicién de probabilidad condicional— P(Z,y,z) =
P(z|y,z)- P(y, z), llegamos a

]
Kl
<
X
e
~—
I
<
I
N~—
s
—~
=
I
S~—

como queriamos demostrar. O

Proposicién 2.20 (Teorema de Bayes con condicionamiento) Dadas tres tuplas z, g
y Z de tres conjuntos de variables X, Y y Z, respectivamente, tales que P(z,z) > 0y
P(y,z) > 0, se cumple que

P@|g,5) = o) ' (2.23)

P(z|y,2) = T 2) JHE) : (2.24)

Basta ahora aplicar la ecuacién (2.10) para concluir la demostracién. O
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2.3.2 Aplicacién del teorema de Bayes

En la préctica, el teorema de Bayes se utiliza para conocer la probabilidad a posteriori de
cierta variable de interés dado un conjunto de hallazgos. Las definiciones formales son las
siguientes:

> Hallazgo. Es la determinacién del valor de una variable, H = h, a partir de un dato (una
observacion, una medida, etc.).

> Evidencia. Es el conjunto de todos los hallazgos disponibles en un determinado momento
o situacién: e = {H; = hy,..., H, = h;}.

> Probabilidad a priori. Es la probabilidad de una variable o subconjunto de variables
cuando no hay ningin hallazgo.

La probabilidad a priori de X coincide, por tanto, con la probabilidad marginal P(z).

> Probabilidad a posteriori. Es la probabilidad de una variable o subconjunto de variables
dada la evidencia e. La representaremos mediante P*:

P*(z) = P(z | e) (2.25)

Ejemplo 2.21 En un congreso cientifico regional participan 50 representantes de tres uni-
versidades: 23 de la primera, 18 de la segunda y 9 de la tercera. En la primera universidad,
el 30% de los profesores se dedica a las ciencias, el 40% a la ingenieria, el 25% a las humani-
dades y el 5% restante a la economia. En la segunda, las proporciones son 25%, 35%, 30% y
10%, respectivamente, y en la tercera son 20%, 50%, 10%, 20%. A la salida del congreso nos
encontramos con un profesor. ;Cual es la probabilidad de que sea de la tercera universidad?
Y si nos enteramos de que su especialidad es la economia, jcuél es la probabilidad?

Solucion. Sirepresentamos mediante X la variable “universidad” y mediante Y la especia-
lidad, la probabilidad a priori para cada una de las universidades es: P(z!) = 23/50 = (0/46;
P(z?%) = 18/50 = 0'36; P(z®) = 9/50 = (/18. Por tanto, la probabilidad de que el profesor
pertenezca a la tercera universidad es “18%”.

Para responder a la segunda pregunta, aplicamos el teorema de Bayes, teniendo en cuenta
que la probabilidad de que un profesor de la universidad x sea de la especialidad y viene dada
por la siguiente tabla:

P(y|z) | 2! 2?2 23
y© 0’30 0’25 0720
Yy’ 040 0’35 050
yh 0’25 0’30 0’10
y° 0’05 0’10 0’20

Por tanto,

P(a?)- P(y©|a®) 018 - 020
S P(z)- P(ye|z) 046 - 005+ 0’36 - 0/10 + 018 - 0’20

xT

=0'379

P*(2°) = P(a’ |y%) =

Es decir, la probabilidad de que un profesor de economia asistente al congreso pertenezca
a la tercera universidad es el 37°9%. Observe que en este caso la evidencia era {Y = y°}



2.3. Teorema de Bayes 23

(un solo hallazgo) y el “diagnéstico” buscado era la universidad a la que pertenece el pro-
fesor, representada por la variable X. Hemos escrito “diagndstico” entre comillas porque
estamos utilizando el término en sentido muy amplio, ya que aqui no hay ninguna anomalia,
ni enfermedad, ni averia que diagnosticar. Propiamente, éste es un problema de clasificacion
bayesiana: se trata de averiguar la clase —en este ejemplo, la universidad— a la que pertenece
cierto individuo. En realidad, los problemas de diagndstico son sélo un caso particular de los
problemas de clasificaciéon. O

Forma normalizada del teorema de Bayes En el ejemplo anterior podriamos haber
calculado la probabilidad para cada una de las tres universidades, una por una. Sin embargo,
si necesitamos conocer las tres probabilidades P(z |y), puede ser més cémodo aplicar la forma
normalizada del teorema de Bayes, que es la siguiente:

P(x|y) = a- P(z)- P(y|x) (2.26)

En esta expresion,

o =

> Py P(y\x’)] =[Py (2:27)

pero en realidad no necesitamos preocuparnos de su significado, ya que podemos calcularla
por normalizacién, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.22 (Continuacién del ejemplo 2.21) Para calcular la probabilidad a posteriori de
cada universidad (es decir, la probabilidad sabiendo que es un profesor de economia) aplicamos
la ecuacion (2.26):
P*(z) = P(z! |y°) = a- P(zh) - P(y®|2') = a - 046 - 005 = 0/023x
P*(z?) = P(2?]y°) = a- P(z?) - P(y®|2?) = o - 036 - 0'10 = 0'036x
P*(x3) = P(z3]y®) = a- P(z3) - P(y°|23) = a- 0'18 - 0'20 = 0/036«
Recordando que las probabilidades han de sumar la unidad, tenemos que

Pzt |9°) + P(z% |y°) + P(2® | y°) = 0/023c 4 0/0360¢ + 0/0360 = 009500 = 1

e

de donde se deduce que a = 0/095~! = 10’526 y, por tanto,
P*(z!) = 0'242
P*(z%) = 0'379
P*(z%) = 0'379

Observe que la probabilidad a posteriori P*(x) = P(x|y) depende de dos factores: de la
probabilidad a priori de que el profesor pertenezca a la universidad, P(z), y de la proporcién
de profesores de la especialidad en cuestién que hay en cada universidad, P(y|x). A este
segundo factor se le conoce como verosimilitud (en inglés, “likelihood”). En el ejemplo que
acabamos de considerar, P(z?|y¢) = P(z®|y°), pues, por un lado, la probabilidad a priori
de la segunda universidad es el doble que el de la tercera, pero, por otro, la verosimilitud de
que un profesor de economia pertenezca a la tercera es el doble que para la segunda (porque
en la segunda hay un 10% de profesores de economia mientras que en la tercera hay un 20%)
de modo que lo uno compensa lo otro. Vamos a insistir sobre la ponderacién de probabilidad
a priori y verosimilitud en el préoximo apartado.
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Forma racional del teorema de Bayes

Supongamos que queremos comparar la probabilidad a posteriori de dos diagnésticos, = y a7
En este caso, tenemos que

Puily)  a P@) Plls)  P@) Plyle)
Plaily) o Plad) Ply|o)  Plad) Ply|) (2.28)

El término P(x%)/P(z7) se conoce como razén de probabilidad (en inglés, “odds ratio”),
mientras que P(y|z%)/P(y|2?) se denomina razén de verosimilitud (“likelihood ratio”).

Ejemplo 2.23 En el ejemplo 2.21 se observa que

P(x! P(zY) P(ye|z!) 046 005
(@ 1y) _Ple) P lz) : —1/278 - 0'5 = 0/639
P(z%|y) P(x?) P(y¢|z?) 036 010

En efecto, 0'242/0'379 = 0'639. Del mismo modo

P(a?|y) _ P(a?) P(y°|a?) _ 036 010 _
P(a3|y)  P(23) P(ye|a3) 018 020

1
2.-=1
2

Tal como deciamos en el apartado anterior, la probabilidad a posteriori es la misma para
ambos valores, pues la razén de probabilidades a priori favorece a z2 frente a 23, mientras
que la razén de verosimilitud favorece a 23 frente a 22 en la misma medida, por lo que ambos
efectos se compensan, dando lugar a un “empate”. O

Observe que, para variables no binarias, la forma racional del teorema de Bayes permite
conocer la razén de probabilidad a posteriori entre dos valores, pero no sus valores concretos.
Sin embargo, en el caso de una variable binaria, podemos calcular la probabilidad de cada
valor a partir de su razon de probabilidad. Concretamente, cuando X toma los valores +x y
-z, suelen aplicarse las siguientes definiciones:

e Razén de probabilidad de X a priori

P(+x) P(+x)

REre(X) = 500 = 1= Pra)

(2.29)

e Razoén de probabilidad de X a posteriori

_ P+zly)  Pl+z|y)
BbroX) = Baly) = 1= P(rely) (2:30)

e Razoén de verosimilitud para X dado y

Ply| +=)
RVx(y) = 2.31
W= Py (231
A partir de la ecuacién (2.30) podemos hallar P(+zx | y):
RPpost(X
P(ta|y) = —ipentlX) (2.32)

14 RPyost(X)



2.3. Teorema de Bayes 25

25
20
15

RP
10

Figura 2.9: La razén de probabilidad RP(X) como funcién de la probabilidad P(+z).

La figura 2.9 representa la razén de probabilidad como funcién de la probabilidad. Se
observa que cuando P(4+x) = 0, RP(X) = 0; cuando P(+z) < P(—x) (es decir, cuando
P(+z) < 0'5), RP(X) < 1; cuando P(4+x) = P(—-z) = 0’5, RP(X) = 1; cuando P(+z) >
P(—z), RP(X) > 1; y, finalmente, cuando P(+z) — 1, RP(X) — co.

Con las definiciones anteriores, la ecuacién (2.28) puede expresarse como

RP,ost(X) = RP,e(X) - RVx(y) (2.33)

y una vez conocida RP,.s(X) se obtiene P(+x |y) a partir de la ecuacién (2.32).

Ejemplo 2.24 Supongamos que tenemos una enfermedad X que puede estar presente (+x)
o ausente (—z), y un sintoma asociado Y que puede ser leve (y'), moderado (y™) o severo (y*),
aunque la mayor parte de la poblacién no presenta el sintoma (y®). Un estudio epidemiolégico
realizado con 10.000 personas ha dado la siguiente tabla:

N +x -
ye 50 8.500
y! 80 1.000
y™ | 100 150
y® 70 50
Total | 300 9.700

(2.34)

y nos piden que calculemos mediante la ecuacién (2.33) la probabilidad de tener la enfermedad
en cada caso. Para ello, debemos empezar calculando la razén de probabilidad a priori de X:
RPpe(X) = 300/9.700 = 0'0309. Si el sintoma estd ausente,?

P(y*| +x) N(4z,y*)/N(+z) 01667

= = =0'1902
P(y*|-x)  N(-w,y*)/N(-x) 08763

RVx(y*)

2En realidad, estamos utilizando la tabla de frecuencias para obtener el valor de mdzima verosimilitud de
la probabilidad, pero esta es una cuestién de inferencia estadistica en la que no vamos a entrar.
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de modo que RPp,s:(X) = 0'0309 - 0'1902 = 00059 y

RPpost(X) 0'0059
P ay = pos = = 00058 2.35
1Y) = T RP e (X) ~ 1+ 00059 (2:35)

Del mismo modo se calcula que RVx (y') = 2/587, RP,pst(X) = 0/0800 y P(+x|y!) = 0'0741;
RVx(y™) = 21’5556, RPpost(X) = 06667 y P(+x|y™) = 0'4000; finalmente, RVx(y®) =
452667, RPyost(X) = 14000 y P(+zy*) = 0/5833. O

Sensibilidad, especificidad, prevalencia y valores predictivos FEn medicina, cuando
tenemos una enfermedad X que puede estar presente (4x) o ausente (—x) y un hallazgo Y
asociado tal enfermedad —por ejemplo, un sintoma o un signo que puede estar presente (+y)
o ausente (—y), o una prueba de laboratorio que puede dar positiva (+y) o negativa (—y)—
es habitual emplear las siguientes definiciones:

Prevalencia P(+z)
Sensibilidad P(+y|+z)
Especificidad P(—y|—x)

Valor predictivo positivo (VPP) | P(+z|+y)
Valor predictivo negativo (VPN) | P(—x|-y)

En este caso, el teorema de Bayes puede expresarse como:

_ Sens x Prev
~ Sens x Prev + (1 — Espec) x (1 — Prev)

VPP (2.36)

Espec x (1 — Prev)
(1 — Sens) x Prev+ Espec x (1 — Prev)

VPN = (2.37)

Figura 2.10: Valor predictivo positivo (prevalencia=0'1).

Se observa en estas graficas que el valor predictivo positivo aumenta considerablemente
al aumentar la especificidad; de hecho, VPP = 1 sélo si la especificidad vale 1; por tanto,
para confirmar la presencia de una enfermedad deberemos buscar pruebas muy especificas.
En cambio, el valor predictivo negativo aumenta al aumentar la sensibilidad, por lo que para
descartar una enfermedad deberemos buscar sintomas o signos muy sensibles.
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Figura 2.11: Valor predictivo negativo (prevalencia=01).

2.4 Meétodo probabilista clasico

Hasta ahora hemos visto cémo aplicar el teorema de Bayes cuando tenemos una variable
diagndstico X y un hallazgo Y. Sin embargo, en los problemas del mundo real existen varios
diagndsticos posibles (distintas averfas, enfermedades diversas, etc.), por lo que los métodos
que hemos presentado hasta ahora resultan claramente insuficientes, y debemos dar un paso
hacia adelante con el fin de abordar problemas més complejos.

Una forma de intentarlo es la siguiente: supongamos que tenemos un conjunto de n en-
fermedades o anomalias que queremos diagnosticar; cada una de ellas vendra representada
por una variable D;; si s6lo queremos diagnosticar la presencia o ausencia de la anomalia, se
tomarda una variable binaria, con valores +d; y —d;; si queremos precisar mas, por ejemplo,
senalando el grado de D;, tomara varios valores df. Los m hallazgos posibles vendran repre-
sentados por las variables Hy, ..., H,,. El teorema de Bayes (ec. (2.22)) nos dice entonces
que

P(dy,....dy) = P(dy,....dn|h1,. .. i) (2.38)
P(dy, ... dn) - P(hi,... k| dy,. .. dy)

> P(d,....,d,) - P(hi,...,hy|dy,....d)
&y ety

(2.39)

Sin embargo, esta expresién es imposible de aplicar por la enorme cantidad de informacién
que requiere: necesitarfamos conocer todas las probabilidades a priori P(d) y todas las pro-
babilidades condicionadas P(h|d). En el caso de variables binarias, habria 2" probabilidades
a priori y 2" probabilidades condicionales, lo que significa un total de 2™ — 1 pardmetros
independientes.> Un modelo que contenga 3 diagnésticos y 10 hallazgos posibles requiere
8.191 parametros; para 5 diagnésticos y 20 hallazgos se necesitan 331554.431 parametros,
y para 10 diagnésticos y 50 hallazgos, 13152.9215,504.606;846.975 pardmetros. Obviamente,
este método es inaplicable, salvo para modelos extremadamente simples.

Por ello se introduce la hipétesis de que los diagndsticos son exclusivos (no puede haber
dos de ellos a la vez) y exhaustivos (no hay otros diagndsticos posibles). Esto permite que
en vez de tener n variables D; tengamos una sola variable, D, que toma n valores d’ (los

3El ntimero de pardmetros independientes es el nimero total de pardmetros menos el niimero de ligaduras.
En este caso, ademds de la ligadura > ; P(d) = 1, hay 2" ligaduras ) _; P(h|d) = 1, una para cada d, por lo
que el niimero de pardmetros independientes es (2" + 2™t") — (1 +2") = 2™+™ — 1.
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n diagndsticos posibles), de modo que la probabilidad de un diagnéstico cualquiera d viene

dada por
P(d)- P(hi,...,hpy|d)

P*(d) = P(d|hi, ..., hm) = (2.40)

%;P(d’) “P(hi,...,hy | d)

OENCO

Figura 2.12: Método probabilista clésico.

Este modelo simplificado requiere n probabilidades a priori P(d) y, si las variables H; son
binarias, 2™ - n probabilidades condicionadas P(h|d), lo que significa 2™ - n — 1 pardmetros
independientes. Es decir, para 3 diagnodsticos y 10 hallazgos harian falta 3.071 parametros;
para 5 diagnésticos y 20 hallazgos, 51242.879 pardmetros, y para 10 diagnésticos y 50 ha-
llazgos, 11.2582999.0681426.239. La reduccién es significativa (dos érdenes de magnitud en el
ultimo caso), pero claramente insuficiente.

Por tanto, se hace necesario introducir una nueva hipétesis, la de independencia condi-
ctonal: los hallazgos son condicionalmente independientes entre si para cada diagndstico d.
En forma matemaética, se expresa asi:

P(hiy...,hp|d) =P(hi|d)-... - P(hp|d), Vd (2.41)
de modo que la probabilidad resultante para cada diagnostico d es

_ P(d)-P(hy|d)- ... P(hy|d)
- SP(@) - PUuld) - Pl @)

P*(d) (2.42)

0, en forma normalizada

P*(d)=a-P(d)-P(hy|d)- ...  P(hm]|d) (2.43)

Observe que esta expresién es una generalizacién de la ecuacién (2.26).

Este modelo simplificado requiere n probabilidades a priori P(d) y, si las variables H;
son binarias, 2m - n probabilidades condicionadas P(h;|d), lo que significan —14+m-n =
n-(m+1)—1 pardmetros independientes. Por tanto, para 3 diagndsticos y 10 hallazgos harian
falta 32 parametros; para 5 diagnésticos y 20 hallazgos, 104 parametros, y para 10 diagnésticos
y 50 hallazgos, 509. Con esta drastica reduccion, el problema ya resulta abordable.

Ejemplo 2.25 Cierto motor puede tener una averfa eléctrica (con una probabilidad de 1073)
o mecénica (con una probabilidad de 107°). EIl hecho de que se produzca un tipo de averia
no hace que se produzca una del otro tipo. Cuando hay averia eléctrica se enciende un piloto
luminoso el 95% de las veces; cuando hay averfa mecédnica, el 99% de las veces; y cuando
no hay averfa, el piloto luminoso se enciende (da una falsa alarma) en un caso por millén.
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Cuando no hay averfa, la temperatura estd elevada en el 17% de los casos y reducida en el 3%;
en el resto de los casos, estd en los limites de normalidad. Cuando hay averia eléctrica, esta
elevada en el 90% de los casos y reducida en el 1%. Cuando hay averfa mecénica, esté elevada
en el 10% de los casos y reducida en el 40%. El funcionamiento del piloto es independiente de
la temperatura. Si se enciende el piloto y la temperatura estd por debajo de su valor normal,
jcudl es el diagnostico del motor?

Solucion. Aplicamos el método probabilista cldsico. La afirmacién “el hecho de que se
produzca un tipo de averia no hace que se produzca una del otro tipo” nos permite conside-
rarlos como dos variables independientes. Sin embargo, como hemos discutido anteriormente,
esto nos obligaria a considerar un modelo con muchos mas parametros de los que nos ofrece
el enunciado. Por eso introducimos la hipétesis de que los diagndsticos son exclusivos, lo cual
es una aproximacién razonable, ya que es sumamente improbable que se den los dos tipos de
averfa simultdneamente: 1073 -107° = 1078, Sin embargo, estos dos diagndsticos no son ex-
haustivos, porque es posible que no haya averia ni eléctrica ni mecanica. Por ello, la variable
diagnéstico D ha de tomar tres valores posibles: d¢ (averia eléctrica), d™ (averia mecdnica)
y d" (ninguna de las dos, es decir, estado de normalidad). La probabilidad a priori para D
es la siguiente: P(d®) = 0'001; P(d™) = 0'00001; P(d™) = 0'99899.

Si representamos el estado del piloto luminoso mediante la variable L, los estados posibles
son +! (encendido) y -l (apagado), y la probabilidad condicional P(l|d) viene dada por la
siguiente tabla:

Pa|d) | da  dm "
H| 095 099 0°000001
=l 0’05 0’01 0999999

La temperatura puede venir representada por una variable T', de tres valores: t" (normal),
t¢ (elevada) y t" (reducida); la tabla de probabilidad condicional es la siguiente:

Ptld) | d¢ dm v
te o090 010 017
" 1009 050 080
| 001 040 003

La afirmacién del enunciado “el funcionamiento del piloto es independiente de la tempe-
ratura” podemos interpretarla como una declaraciéon de independencia condicional entre las
variables L y T para cada diagndstico: P(l,t|d) = P(l|d)- P(t|d). Con esto, se cumplen ya
las condiciones para poder aplicar el método probabilista clasico (fig. 2.13), que en su forma
normalizada nos dice que

P*(d) = P(d|l,t) =«a-P(d)- P(lL|d) - P(t|d)
Concretamente, para la pregunta planteada en el problema

P*(d°) = P(d°| +1,t") = a- P(d°) - P(+1| d°) - P(t" | d°)
PH(d™) = P(d™ | +1,t") = a - P(d™) - P(+1|d™) - P(t" | d™)
PH(d") = P(d"| +1,t") = a- P(d") - P(+1|d") - P(¢" | d™)
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Figura 2.13: El piloto luminoso (L) y la temperatura (7") son signos de averia (D).

y, sustituyendo los valores numéricos,

P*(d®) = - 0001 - 0'95 - 0’01 = 0/0000095cx = 070423
P*(d™) = - 0'00001 - 099 - 040 = 000000396« = 0'29355
P*(d™) = a- 0/99899 - 0'000001 - 0’03 = 0'00000002997c« = 0’00222

donde el valor de a se ha calculado por normalizacién (o = 74.129). En conclusién, el
diagndstico méas probable es que haya averfa eléctrica (70%), aunque también podria tratarse
de una averia mecanica (29%). La probabilidad de que sea una falsa alarma es muy pequena
(0'22%).

2.4.1 Forma racional del método probabilista clasico

Cuando el objetivo es comparar la probabilidad relativa de dos diagndésticos, d y d’, el método
probabilista clasico puede expresarse en forma racional asi:
P[h,....hw) _ P(d) Plhild)  Plhnld)

P(d |l k) P@) Pl |d) " Plhm|d) (2.44)

En el problema anterior (ejemplo 2.25), si s6lo quisiéramos saber si es mas probable que
la averia sea eléctrica o mecédnica, tendriamos

P(d®| +1,t")  P(d°) P(+l]d°) P(t"|d°)

P(d™| +1,tr)  P(d™) P(+l|dm™) P(t"|dm)
_0oor 095 001
000001 099 0740

1
=100-0'96 - — =240
40

Esto nos permite comprobar que el hallazgo +I casi no influye en el diagnodstico, pues el
valor de P(+1|d®)/P(+1|d™) es casi la unidad; en cambio, el hallazgo ¢" aporta evidencia a
favor de d™ frente a d°, pues es 40 veces més verosimil para d™ que para d°. A pesar de eso,
prevalece el diagnéstico d°, porque su probabilidad a priori era 100 veces mayor que la de d™.

En el caso de que D sea una variable binaria que representa la presencia (+d) o ausencia
(=d) de una anomalia, podemos utilizar las definiciones (2.29), (2.30) y (2.31) para calcular
la razén de probabilidad de D dada la evidencia {hq, ..., h,}:

RP,0st(D) = RPpre(D) - RVp(hy) - ... - RVp(hy) (2.45)

Esta expresion es una generalizacién de la (2.33) para el caso de miltiples hallazgos. A partir
de RP,ost(D) se obtiene facilmente la probabilidad posteriori mediante la ecuacién (2.32).
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Finalmente, conviene senalar que en el método probabilista clasico (cualquiera que sea
la forma en que se exprese) s6lo se han de tener en cuenta las variables-hallazgos cuyo valor
se conoce; los posibles hallazgos cuyo valor no ha llegado a conocerse, deben omitirse, como
si no formaran parte del modelo. Por ejemplo, si hay cuatro hallazgos posibles (m = 4), y en
un caso particular s6lo se han observado h; y hy, la ecuacién (2.45) queda reducida a

RPpost(D) = RPpre(D) - RVp(hi1) - RVp(ha)
Si mas tarde se observa ho, la nueva probabilidad a posteriori se puede calcular como
RP},;ost(D) = RP,ost(D) - RVp(h2) = RPye(D) - RVp(h1) - RVp(ha) - RVp(hg)

Como era de esperar, el orden en que se introducen los hallazgos no influye en el resultado
final.

2.4.2 Paso de mensajes en el método probabilista clasico

Por razones que quedaran claras en el préximo capitulo, definimos unos vectores Ay, (d) y
A(d) como sigue:

A, (d) = P(h; | d) (2.46)
Ad) = T Au, (d) (2.47)
j=1

de modo que la ecuacién (2.43) puede escribirse asi:

PHd)=a-P(d) A, (d) ... Ay, (d) (2.48)
—a- P(d)-\(d) (2.49)

Cada Ay, (d) puede interpretarse como un mensaje que el hallazgo H; envia al nodo-
diagnéstico D, de modo que éste pueda calcular su probabilidad a posteriori P*(d) como
funcién de su probabilidad a priori P(d) y de los mensajes que recibe de cada uno de sus
nodos hijos, tal como refleja la figura 2.14; el efecto de todos los mensajes Ag,(d) se puede
agrupar en un Unico mensaje A(d), tal como indica la ecuacién (2.47).

Figura 2.14: Paso de mensajes en el método probabilista clasico.
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Ejemplo 2.26 Para el problema del ejemplo 2.25 tendriamos

P(d) = (0’001 0’00001 0'99899)
Az(d) = (0'95 0°99 0/00001)
Ar(d) = (001 0'40 0'03)
A(d) = (00095 0’396 0'0000003)
P(d) - M(d) = (0'0000095 0'00000396 0/00000003)
P*(d) = (0'7032 0/2931 0/00221)

Tan s6lo conviene aclarar un pequeno detalle. En la ecuacién (2.48) sélo deberfan inter-
venir aquellas )\Hj(d) correspondientes a los hallazgos disponibles. Sin embargo, para cada
nodo Hj, cuyo valor se desconoce podemos considerar que Ag, (d) = 1 para todo d, con lo que
Hj, puede enviar también un mensaje que, por ser un vector constante, no modifica el valor de
P*(d). De este modo, cada nodo H; siempre envia un mensaje Ag,(d), incluso cuando no se
conoce qué valor toma Hj, aunque en este caso el mensaje Ay, (d) no influye en el diagnéstico.
Una vez més, las operaciones matematicas responden a los dictados del sentido comtn.

En el proximo capitulo veremos que este mecanismo de paso de mensajes, conveniente-
mente ampliado, es la base de la inferencia en redes bayesianas.

2.4.3 Discusion

El desarrollo de programas de diagnéstico basados en técnicas bayesianas comenzo en los
anos 60. Entre los sistemas de esa década destacan el de Warner, Toronto y Veasy para el
diagndstico de cardiopatias congénitas [63], los de Gorry y Barnett [24, 25] y el programa
creado por de Dombal y sus colaboradores para el diagnéstico del dolor abdominal agudo
[12]. Aunque estos programas dieron resultados satisfactorios, el método probabilista clasico
fue duramente criticado, por los motivos siguientes:

1. La hipotesis de diagndsticos exclusivos y exhaustivos es pocas veces aplicable en casos
reales [58]. En la mayor parte de los problemas de diagndstico médico, por ejemplo,
pueden darse dos enfermedades simultdneamente, con lo que el método clédsico resulta
totalmente inadecuado. Por otra parte, suele ser muy dificil o imposible especificar
todas las causas que pueden producir un conjunto de hallazgos.

2. Igualmente, la hipdtesis de independencia condicional, tal como se introduce en el
método cldsico, es muy cuestionable [59]. Normalmente, los hallazgos correspondientes
a cada diagnéstico estan fuertemente correlacionados, por lo que dicha hipdtesis resulta
inadmisible, pues lleva a sobreestimar la importancia de los hallazgos asociados entre si.
(Mas adelante veremos que las redes bayesianas resuelven este problema introduciendo
causas intermedias, con lo que la hipétesis de independencia condicional resulta mucho
mas razonable.)

3. Ademas, sigue existiendo el problema de la gran cantidad de pardmetros necesarios en el
modelo, incluso después de introducir las dos hipotesis anteriores. Como hemos explica-
do ya, el modelo requiere n-(m+1) —1 parametros independientes, lo cual significa, por
ejemplo, que para 10 diagnosticos y 50 hallazgos, se necesitan 509 pardmetros; es decir,
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que incluso para un problema sencillo —comparado con los que se dan en la préctica
clinica diaria— la construccién del modelo es bastante complicada.

4. Por ultimo, desde el punto de vista de la construccion de sistemas expertos, el método
probabilista clasico presenta el inconveniente de que la informacidn no estd estructurada,
lo cual complica el mantenimiento de la base de conocimientos, ya que ésta consiste
exclusivamente en un montén de parametros, por lo que es dificil incorporar al modelo
nueva informacion.

Por todo ello, en la década de los 70 se buscaron métodos de diagndstico alternativos,
como fueron el modelo de factores de certeza de MYCIN (cap. 4) y la légica difusa (cap. 5).
Sin embargo, en la década de los 80, con el desarrollo de las redes bayesianas, la aplicacién de
los métodos probabilistas volvié a ocupar un papel destacado en el campo de la inteligencia
artificial, como vamos a ver en el préximo capitulo.

2.5 Bibliografia recomendada

Como dijimos en la seccion 1.2, el método probabilista clasico es un tema “muerto” desde
el punto de vista de la investigacién, por lo que apenas existen referencias bibliograficas
recientes. Entre las pocas excepciones se encuentran el articulo de Peot [49], en que analiza
las implicaciones geométricas del modelo, y los trabajos sobre construccién del modelos a
partir de bases de datos mediante algoritmos de aprendizaje [37]. En cuanto a la bibliografia
“clasica”, se pueden consultar los articulos citados en la seccion anterior, sobre aplicaciones
médicas, y el famoso libro de Duda y Hart [21] sobre reconocimiento de patrones y visién
artificial.

Una sintesis de las criticas que se plantearon al método probabilista clasico desde el punto
de vista de la inteligencia artificial se encuentra en [38].
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Capitulo 3

Redes bayesianas

En este capitulo vamos a estudiar las redes bayesianas, desde su definicion formal (sec. 3.2)
hasta los algoritmos de propagacion, tanto para polidarboles (sec. 3.3) como para la puerta OR
(sec. 3.4). Dado que estas definiciones y algoritmos son dificiles de entender al principio,
hasta que el lector se ha familiarizado con ellos, hemos incluido antes un ejemplo médico, que
va creciendo en grado de complejidad; su finalidad es mostrar al lector la conexion entre las
propiedades formales de las redes bayesianas y el razonamiento de sentido.

3.1 Presentacion intuitiva

Antes de presentar formalmente la teoria matemdtica de las redes bayesianas, intentaremos
explicar mediante un ejemplo sencillo, tomado del campo de la medicina, el significado intui-
tivo de las definiciones y axiomas que luego introduciremos, para mostrar la conexién entre
las redes bayesianas y el razonamiento de sentido comun. En el ejemplo que vamos a dis-
cutir hemos buscado sobre todo una aproximacion cualitativa, sin pretender que los factores
numéricos sean exactos.

En una red bayesiana, cada nodo corresponde a una variable aleatoria, tal como la edad o
el sexo de un paciente, el padecer cierta enfermedad, la presencia de un sintoma o el resultado
de una prueba de laboratorio. De aqui en adelante hablaremos indistintamente de nodos y
variables, y los denotaremos con letras mayusculas, tales como X.

Ejemplo 3.1 La red bayesiana no trivial mas simple que podemos imaginar consta de dos
variables, que llamaremos X e Yj, y un arco desde la primera a la segunda, como indica la
figura 3.1. Por el momento, baste decir que el arco indica generalmente influencia causal; mas
adelante precisaremos el sentido de esta expresion. Utilizaremos frecuentemente el término
enlace como sinénimo de arco.

Por concretar el ejemplo, podemos suponer que X representa Paludismo e Y7 representa
Gota-gruesa, la prueba mas habitual para determinar la presencia de dicha enfermedad.

Cuando X es una variable binaria correspondiente a una anomalia, +z indica la presencia
de dicha anomalia (en nuestro ejemplo significaria “el paciente tiene paludismo”) y —z indica
su ausencia (“el paciente no tiene paludismo”). Si X representa un test (por ejemplo, Gota-
gruesa), +x indica que el test ha dado un resultado positivo y =& un resultado negativo.

En la practica, la informacion cuantitativa de una red bayesiana viene dada por la pro-
babilidad a priori de los nodos que no tienen padres, P(z), y por la probabilidad condicional
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Figura 3.1: Nodo X con un hijo Y7.

de los nodos con padres, P(y;|z). Asi, en nuestro ejemplo, se supone que conocemos

P(4x) = 0/003
P(—x) = 0997

lo cual significa que el 3 por mil de la poblacién padece paludismo y, por tanto, la probabi-
lidad a priori de que una persona tenga la enfermedad (es decir, la probabilidad cuando no
conocemos nada mds sobre esa persona) es del 0’3%. En medicina, esta probabilidad a priori
se conoce como prevalencia de la enfermedad.
También debemos conocer P(y|x), que es la probabilidad condicional del efecto dado el

valor de la causa:

P(+y1|+z) = 0992 P(+y1]|-x) = 0/0006

P(—yi|+x) =0008 P(—yi|~x) = 09994

El significado de esta probabilidad es el siguiente: cuando hay Paludismo, el test de la Gota-
gruesa da positivo en el 99'2% de los casos. Este valor se conoce como sensibilidad del test.
Cuando no hay paludismo, el test da positivo (se dice entonces que ha habido un “falso
positivo”) en el 0'06% de los casos. La probabilidad de que el test dé negativo cuando la
enfermedad buscada estd ausente —en nuestro caso es el 99°94%— se llama especificidad. En
todos los problemas de diagnéstico, no sélo en el campo de la medicina, tratamos de encontrar
las pruebas que ofrezcan el grado més alto de sensibilidad y especificidad con el menor coste
posible (en términos de dinero, tiempo, riesgo, etc.).!
Naturalmente,
P(+yil+z) + P(-yi|+2) =1
P(+yi|-z) + P(-yi|-z) =1

o, en forma abreviada,

> P(plr)=1, v (3.1)
Y1

Conociendo la probabilidad a priori de X y la probabilidad condicional P(Y7]|X), podemos
calcular la probabilidad a priori de Y7 por el teorema de la probabilidad total (ec. (2.9)):

{ P(+y1) = P(+y1]+2) - P(+2) + P(+y1|-z) - P(~z)
P(—y1) = P(—y1|+z) - P(+z) + P(—y1|—-x) - P(—z)

'Recordemos que esta definicién de sensibilidad y especificidad es aplicable solamente a un enlace entre
variables binarias de tipo presente/ausente o positivo/negativo.
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que puede escribirse en forma abreviada como
P(y) =Y _ P(yilz) - P(x) (3:2)

En nuestro ejemplo,
P(4y1) = 0/00357
P(—y1) = 099643

Esto significa que si hacemos el test de la gota gruesa a una persona de la que no tenemos
ninguna informacién, hay un 0’357% de probabilidad de que dé positivo y un 99’643% de que
dé negativo.

Vamos a ver ahora cémo podemos calcular la probabilidad a posteriori, es decir, la pro-
babilidad de una variable dada la evidencia observada e:

P*(z) = P(zle) (3.3)

a) Supongamos que la gota gruesa ha dado positivo: e = {+y;}. (Cudl es ahora la
probabilidad de que nuestro paciente tenga paludismo? Si la prueba tuviera una fiabilidad
absoluta, responderiamos que el 100%. Pero como es posible que haya habido un falso positivo,
buscamos P*(+x), es decir, P(+xz| + y1). Para ello, aplicamos ¢l teorema de Bayes:

P(+x) - P(+y1|+x) 0003 - 0992

= = (/83263 3.4
P(+y1) 0/00357 (34)

P*(+x) = P(+x|+y1) =

Es decir, de acuerdo con el resultado de la prueba, hay un 83% de probabilidad de que el
paciente tenga paludismo.
También podemos calcular P*(—z):

P(=z) - P(+yi|-z) _ 0'997 - 00006

P* -/ pr— P -/ pr— =
(m2) = P(~af+y) P(+y1) 0'00357

= 0'16737 (3.5)

Esto significa que hay un 16’7% de probabilidad de que haya habido un falso positivo. Natu-
ralmente, se cumple que
P*(+z)+ P*(—x) =1 (3.6)

La expresion general del teorema de Bayes que hemos aplicado es

P(x) - P(y|z)

P*(x) = Plaly) = =5

(3.7)

Por semejanza con el método probabilista clasico (ec. (2.46)), vamos a reescribirla como
P*(z) =a- P(x) - Ay; (2) (3.8)
donde

Ay (z) = Plelz) = P(yi]x) (3.9)
a=[P(e)] ™" = [P(y)]™ (3.10)
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Vamos a repetir ahora el cadlculo anterior aplicando esta reformulacion del teorema de
Bayes. En primer lugar tenemos que, cuando el test da positivo,

Ay, (+z) = P(+y1]|+x) = 0992

(3.11)
Ay, (mz) = P(+y1|—z) = 00006

e={+y} = {

Esto significa que un resultado positivo en la prueba se explica mucho mejor con la enfermedad
presente que con la enfermedad ausente (en la proporcién de 0°992/0’0006=1.650), lo cual
concuerda, naturalmente, con el sentido comun.

Por tanto,

P*(+z) = - 00030992 = « - 000298
P*(—z) = «-0997 - 0'0006 = « - 0'000598

Podriamos calcular « a partir de su definicién (3.10), pero resulta mucho mas sencillo aplicar
la condicién de normalizacién (ec. (3.6)) a la expresién anterior, con lo que se llega a

o = [0'00298 + 0'000598] !

y finalmente
P*(+z) = 0/83263
P*(—z) =0'16737

que es el mismo resultado que habiamos obtenido anteriormente por la aplicacién del teorema
de Bayes en su forma clésica. Como en el capitulo anterior, la ecuacién (3.8) nos dice que en
la probabilidad a posteriori, P*(x), influyen dos factores: la probabilidad a priori, P(x), y la
verosimilitud, Ay, (z).

b) Y si la gota gruesa diera un resultado negativo, e = {—y; }, jcudl seria la probabilidad
de que el paciente tuviera paludismo? En ese caso,

vy (+2) = P(—wy1|+z) = 0008

(3.12)
Ay, (mz) = P(—y1|—x) = 09994

e={-y} = {

Es decir, un resultado negativo en la prueba de la gota gruesa se explica mucho mejor (en
la proporcién de 0°9994/0°008 = 125) cuando no hay paludismo que cuando lo hay; en otras
palabras, para —y;, el valor ~x es 125 veces méas verosimil que +zx.

Aplicando la ecuacién (3.8) como en el caso anterior, obtenemos

P*(+z) = «- 0003 - 0'008 = 0/000024
P*(—z) = «-0'997 - 0'9994 = 0/999976

donde hemos calculado a por normalizacion.

El resultado tan bajo para P*(4x) se explica por dos razones: por un lado, la probabilidad
a priori era de sélo un 0’3%; por otro, la alta especificidad de la prueba (99’94%) es un
argumento convincente para descartar la enfermedad.

De nuevo comprobamos que en la probabilidad a posteriori influyen la probabilidad a
priori y la verosimilitud. O
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Figura 3.2: Nodo X con dos hijos.

Ejemplo 3.2 Vamos a ampliar el modelo anterior anadiendo un nuevo efecto producido por
el paludismo, la Fiebre, que representaremos mediante la variable Y5, tal como muestra la
figura 3.2.

La probabilidad condicional para este segundo enlace X Y5> viene definida por

P(+ya|+xz) = 098 P(+ya|-x) = 0017
P(=y|+x) = 0002 P(—ys|-z) = 0/983

que indica la probabilidad de que un paciente (o una persona, en general) tenga fiebre depen-
diendo de si tiene o no paludismo. Vemos aqui que, para el paludismo, la fiebre tiene mucha
menor especificidad (98’3%) que la gota gruesa (99°94%). Asi, este sencillo modelo tiene
en cuenta que hay muchas otras causas que pueden producir fiebre, aunque no las incluya
explicitamente.

Aplicando el teorema de la probabilidad total (ec. (2.9)) podemos calcular la probabilidad
a priori de que un enfermo tenga fiebre,

P(+yz) = Y _ P(+yzlz) - P(x) = 001989

pero éste es un resultado que carece de importancia para el diagndstico.

a) Supongamos que encontramos un paciente con fiebre, e = {42}, y queremos hallar la
probabilidad de que tenga paludismo. En primer lugar, expresamos el teorema de Bayes en
forma normalizada:

P*(z) =a- P(x) - Ay, (2) (3.13)

Ahora « vale [P(+y2)] !, pero podemos prescindir de su significado y tratarla simplemente
como una constante de normalizacion.

Para un paciente con fiebre,

Ay, (+2) = P(+y2|+z) = 098

, (3.14)
Ay, (mz) = P(4y2|-x) = 0017

e={+yp} = {

de modo que

P*(+z) = a-0/003- /98 = (/148
P*(=z) = a- 0997 - 0017 = (/852

lo cual significa que hay un 14’8% de probabilidad de que el paciente tenga paludismo.
Comparese con el 83’3% correspondiente a un resultado positivo de la gota gruesa (ec. (3.4)).
La diferencia se debe de que esta prueba es un signo muy especifico de la enfermedad, mientras
que la fiebre puede estar producida por muchas otras causas.
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b) Vamos a estudiar ahora el caso en que tenemos las dos observaciones y ambas indican
la presencia de la enfermedad: e = {4y, +y2}. Al intentar calcular la probabilidad de que
esa persona tenga paludismo, P(+x|+y1, +y2) nos damos cuenta de que nos falta informacion,
pues para aplicar el teorema de Bayes,

P(+y1, +y2| x) - P(x)
P(+y1,+y2)

P(z|+y1, +y2) = (3.15)
necesitamos conocer P(+yi1,+y2|z) y P(+y1, +y2).

Con la informacién disponible es imposible calcular estas expresiones. Por ello vamos a
introducir la hipdtesis de independencia condicional. Examinemos primero el caso en que
sabemos con certeza que hay paludismo (X = +z). Entonces es razonable pensar que la
probabilidad de que el paciente tenga o no tenga fiebre no depende de si hemos realizado el
test de la gota gruesa ni del resultado que éste haya dado: la fiebre depende sélo de si hay
paludismo (dando por supuesto, como parece razonable, que las demds causas de fiebre no
influyen en el resultado del test). La afirmacién “conociendo X =z, el valor de y2 no depende
del de y;” se expresa mateméaticamente como

P(ya|+x,y1) = P(y2|+x) (3.16)

o dicho de otro modo?
P(y1,y2|+2) = P(y1]|+z) - P(y2|+x) (3.17)

Observar que estas expresiones son simétricas para Y] e Ys.

Supongamos ahora que no hay paludismo (X = —x). La probabilidad de que el paciente
presente fiebre no depende de si la gota gruesa ha dado negativo (como era de esperar) o ha
dado un falso positivo por alguna extrana razén. Asi tenemos

P(y2|=z,y1) = P(y2|-7) (3.18)
o lo que es lo mismo
P(y1,y2|~2) = P(yr|-z) - P(y2|-z) (3.19)
Uniendo las ecuaciones (3.17) y (3.19), tenemos
Py, y2|) = Pyi]x) - P(ys|z) (3.20)

que es lo que se conoce como independencia condicional. Definiendo
AMx) = P(y1,y2|x) (3.21)
podemos expresar dicha propiedad como
Az) = Ay, (z) - Ay, () (3.22)

Con esta hipétesis ya podemos calcular la probabilidad buscada. La ecuacién (3.15) es

equivalente a
P*(z) =a-P(z) - \(z) (3.23)

2 Ambas expresiones son equivalentes cuando P(+x) # 0, pues

P(y1,y2, +x P ,4x) - Py, +x
Plys, el ) = DO eef0) PRl SR _ piyy) ) - Pl 2)
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En nuestro ejemplo, a partir de las ecuaciones (3.11) y (3.14) tenemos

A(+x) = 0/97216

(3.24)
A(—z) = 00000102

e = {+y1,+y2} = {

El valor de « se calcula al normalizar, obteniendo asi

P*(+x) = 0'99653
P*(~z) = 000347

Naturalmente, cuando hay dos hallazgos a favor del paludismo, la probabilidad resultante
(99'7%) es mucho mayor que la correspondiente a cada uno de ellos por separado (83'3% y
14’8%).

En realidad, lo que hemos hecho en este apartado no es mas que aplicar el método proba-
bilista cldsico en forma normalizada (sec. 2.4); puede comprobarlo comparando las ecuacio-
nes (3.21) y (3.22) con la (2.47) y la (2.48), respectivamente.

c) En el caso de que tengamos un hallazgo a favor y otro en contra, podemos ponderar su
influencia mediante estas mismas expresiones. Por ejemplo, si hay fiebre (+y2) pero hay un
resultado negativo en la prueba de la gota gruesa (—y1), las ecuaciones (3.12), (3.14) y (3.22)
nos dicen que

A(+x) = 0008 -0/98 = 0/00784

(3.25)
A(=z) = 0/9994 - 0/017 = 0/01699

e:{_‘y17+y2} = {

Vemos que hay mds evidencia a favor de =z que de +xz (en la proporcién aproximada de 2
a 1), debido sobre todo al 0’008 correspondiente a la gota gruesa, lo cual es un reflejo de la
alta sensibilidad de esta prueba (99'2%). Es decir, si hubiera paludismo, es casi seguro que
lo habriamos detectado; al no haberlo detectado, tenemos una buena razén para descartarlo.

Al tener en cuenta ademads la probabilidad a priori de la enfermedad, nos queda finalmente

P*(+z) = - 0003 - 0'00784 = 0'0014
P*(—z) = «-0997 - 0/01699 = 0/9986

Por tanto, la ponderacién de la evidencia ha modificado la probabilidad desde 0’3% (valor a
priori) hasta 0’14% (valor a posteriori).
De nuevo hemos aplicado el método probabilista clasico en forma normalizada.

d) Atn podemos obtener mds informacién de este ejemplo. Imaginemos que tenemos un
paciente con fiebre (Y2 = +y2) y todavia no hemos realizado la prueba de la gota gruesa.
;, Qué probabilidad hay de que ésta dé un resultado positivo o negativo? Es decir, ;cudnto
vale P(y1[+y2)?

Por la teoria elemental de la probabilidad sabemos que

P*(y1) = P(yr|+y2) = > P(yr| z,+y2) - Pla]+y)

P(ZL‘, +y2)

= zm:P(yl .’E,—}—yg) ’ P(+y2)
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Aplicando la independencia condicional dada en (3.17) y definiendo®

7y, (z) = Pz, +y2) = P(z) - P(+y2| 7) (3.26)
o = [P(+) ! (3.27)

podemos reescribir la expresion anterior como

P*(y1) = a- Y P(ylz) v, (z) (3.28)

Sustituyendo los valores numéricos, tenemos que

7y, (+2) = 0003 - 098 = 0/00294
e={+typ} = % () ) ) ) (3.29)
Ty, (—z) = 0/997 - 0017 = /01695
y finalmente
P* = 014715
(+y1) (3.30)
P*(—yp) = /85285

Resulta muy interesante comparar la ecuacién (3.28) con (3.2). Al buscar la probabilidad
a priori P(y;) utilizdbamos P(z); ahora, al calcular P*(y;), utilizamos 7y, (z), que indica la
probabilidad de X tras considerar la evidencia relativa a X diferente de Y.

Vemos asi como la informacién que aporta el nodo Y modifica la probabilidad de X, y
en consecuencia también la de Yi. El cardcter simultdneamente ascendente y descendente
del mecanismo de propagacion es lo que nos permite utilizar la red tanto para inferencias
abductivas (cudl es el diagnéstico que mejor explica los hallazgos) como predictivas (cudl es
la probabilidad de obtener cierto resultado en el futuro). Un mismo nodo Y; puede ser fuente
de informacién u objeto de prediccion, dependiendo de cudles sean los hallazgos disponibles
y el objetivo del diagnéstico. O

Ejemplo 3.3 Consideremos una red bayesiana en que un nodo X, que representa la variable
Paludismo, tiene dos padres, U; = Pais-de-origen y Us = Tipo-sanguineo, dos de los factores
que influyen en la probabilidad de contraer la enfermedad, tal como muestra la figura 3.3.

Figura 3.3: Nodo X con dos padres.

La variable U; podria tener muchos valores, tantos como paises de origen quisiéramos
considerar. Sin embargo, vamos a suponer que los agrupamos en tres zonas, de alto, medio

3Puede resultar extrano al lector que 7y, () lleve el subindice Y7 a pesar de que depende del valor de la
variable Y>. El motivo es que 7y, (z) porque recoge toda la evidencia relativa a X diferente de Y;. Daremos
una definicién més precisa en la seccién 3.3.1.
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y bajo riesgo, que denotaremos por uf, ul y uy , respectivamente. La variable Uy (Tipo-

sanguineo) puede tomar dos valores: ug o} u%

Las probabilidades a priori para U; y Us son:

P(ui) =010
( (1)) , P(u}) = 0'60
P(ud) =010 : ) (3.31)
1 ) P(u3) = 0'40
P(uy) = 0'80

Esto significa que la mayor parte de las personas que vamos a examinar proceden de una zona
de bajo riesgo, u; ue el primer tipo sanguineo, u), es mas frecuente que el segundo.
> Y1 s Y2y

Las probabilidades condicionadas aparecen en la tabla 3.1. En ella vemos que, efectiva-

mente, la zona uf es la de mayor riesgo y u; la de menor. También observamos que el tipo

sanguineo ug posee mayor inmunidad que el ué

Us \ U u—li_ u(l) uy
u; 0’015 | 0°003 | 0’0003
ug 0’026 | 0°012 | 0’0008

Tabla 3.1: Probabilidad de padecer paludismo, P(+xz|ui,usg).

La probabilidad de que una persona (de la que no tenemos ninguna informacién) padezca
paludismo es
P(z) = Z P(x|u, ug) - P(u1, uz2) (3.32)

u1,u2

De nuevo tenemos el problema de que no conocemos P(u1,us). Podemos entonces hacer
la hipétesis de independencia a priori entre ambas variables; es decir, suponemos que los
tipos sanguineos se distribuyen por igual en las tres zonas de riesgo. Esta es una hipétesis
que habria que comprobar empiricamente. Si llegdramos a la conclusion de que existe una
correlacion entre ambas variables, deberiamos trazar un arco desde la una hasta la otra e
introducir las correspondientes tablas de probabilidades condicionadas.

Estamos observando aqui una propiedad esencial de las RR.BB.: no sélo los arcos apor-
tan informacién sobre dependencias causales, sino que también la ausencia de un arco es
una forma (implicita) de aportar informacion. En nuestro caso implica que Uy y Uy son
independientes. Matematicamente se expresa asi:

o bien

P(ul,uQ) = P(ul) . P(UQ) (3.34)

Con esta hipdtesis podemos por fin calcular la probabilidad de X:

P(z) =Y Y P(xlui,ug) - Puy) - P(ug) (3.35)

Ul u2

En nuestro caso, el valor obtenido es P(+z) = 0’003, que concuerda con el de los ejemplos
anteriores.
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a) Supongamos que nos enteramos de que la persona en cuestiéon procede de una zona
de alto riesgo. ;Cual es la probabilidad de que padezca la enfermedad? Una de las formas
posibles de realizar el calculo es ésta:

P +
P(w) = Plafu) = o)
Si definimos
m(z) = P(z,e) = P(x,u]) (3.36)
o = [P(e) " = [Pu})]™ (3.37)
la ecuacion anterior se convierte en
P (z) =a 7(x) (3.38)

Podemos obtener 7(x) del siguiente modo:
m(z) = ZP(QJ,UT,UQ) = ZP(Z”UT,’U,Q) ’ P(”T:“’?)
u u

y aplicando la independencia a priori de las causas podemos expresar la ecuacién anterior
como

m(z)=> Y Plalur,ug) - mx(ur) - mx (u2) (3.39)

Ul u2
que es un resultado completamente general.
En el ejemplo que estamos tratando,

7rX(Uf) = P(Uf) 1 T
—p
e={ul} = { my(d) =0 ™ “i) (ug) (3.40)
- mx(uy) = P(us)
mx(uy) =0
y en Consecuencia
— 0/00194
o= [uf} — { "CF7) (3.41)
m(~z) = 0'09806

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.38) y normalizando (en este caso, a = 10),
hallamos que P*(4+x) = 0/0194; es decir, una persona originaria de una zona de alto riesgo
tiene una probabilidad del 2% de padecer paludismo (frente al 0'3% general).

Las expresiones mx (u;) que hemos utilizado en la deduccién no son nuevas: aparecieron
ya en la ecuacién (3.26). Recordemos que el significado de mx (u;) es que transmite a X el
impacto de toda la evidencia relativa a U;. Como no hay evidencia relativa a Us, mx(us2)
coincide con la probabilidad a priori.

b) Imaginemos ahora que por alguna razén tenemos certeza absoluta de que el enfermo
padece paludismo. Antes de hacer un analisis de sangre, podemos predecir qué resultado es
mas probable, considerando cuél de los dos tipos sanguineos explica mejor la presencia de la

enfermedad:
P(ug) - P(+x|us)

P*(ug) = P(ug|+x) = P(+a)
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o bien
P*(UQ) = - P(UQ) . )\X('UQ) (3.42)

donde
Ax(ug) = P(+alug) =Y P(+aluy, ug) - Puy) (3.43)

que en nuestro ejemplo vale

Ax (uh) = 0100204
X(ui) (3.44)
2

°=ttr) = {)\X(u ) = 0700444

Efectivamente, los valores de la tabla 3.1 nos han llevado a la conclusién de que el palu-
dismo se explica mejor con el tipo sanguineo ué Aplicando (3.42), obtenemos

(3.45)

Observamos que inicialmente el tipo ug era el mas probable (60%), pero ahora es el menos

probable (40’8%) porque explica peor el paludismo.

El célculo que hemos realizado para X y Us es idéntico al que hicimos en el ejemplo 3.1.a
para Y7 y X. Vemos de nuevo que un mismo nodo puede ser fuente de informacion u objeto
de prediccion, dependiendo de la evidencia disponible.

c) Mostraremos ahora otra de las propiedades mds caracteristicas de las RR.BB.: la
aparicion de correlaciones entre los padres de un nodo. Continuando con el caso anterior,
supongamos que ademas de tener la certeza de que el enfermo padece paludismo sabemos
que procede de un pais de alto riesgo; es decir, e = {—I—x,uf}. Aplicaremos de nuevo la
ecuacién (3.42), aunque ahora

Ax (ug) = P(+z,uf |ug) = P(+x|uf,uz) - Puj|usg)
La independencia condicional nos dice que P(u] |uz) = P(uj), y tenemos, por tanto,
Ax(u2) = P(zluf, uz) - P(uy)
= P(afur, ug) - 7x (1) (3.46)

ul

donde 7x (u1) es el vector que aparecié en la ecuacién (3.40). Al realizar los calculos obtenemos

Ax (ub) = 0/0015
e={+z,u} = X(ui) (3.47)
Ax (ub) = 00026
y de ahi
P*(ul) = 0'464 (3.48)
P*(u}) = 0536

Si comparamos este resultado con el de la ecuacién (3.45), observamos que la probabilidad

de ug ha aumentado del 40'8% al 46’4% como resultado de conocer la zona de origen: Uy = u] .

Este es el fenémeno que queriamos mostrar. A priori, es decir, antes de conocer el valor de z,
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Uy y Us eran independientes, por lo que la probabilidad de uy no variaba al conocer el valor
uy (cf. ec. (3.33)). Sin embargo, la independencia se pierde tanto al conocer “X = +z” como
“X = —z”. Dicho de otro modo,

P(’LLQ|U1) = P(UQ) (349)
P(usluy, z) # P(ug|z) (3.50)

Recordando el ejemplo 3.2, vemos que alli ocurria precisamente lo contrario: las variables
Y1 e Y5 estaban correlacionadas a priori, pero se volvian condicionalmente independientes al
conocer el valor de X. Esta asimetria en las relaciones de independencia es un reflejo del
sentido de la causalidad, es decir, de la diferencia entre causas y efectos. O

Ejemplo 3.4 Por ultimo, consideremos el caso en que tenemos un nodo con dos causas y
dos efectos (fig. 3.4). Las probabilidades condicionadas son las mismas que en los ejemplos
anteriores. Por no extender demasiado esta seccién, vamos a considerar solamente el caso en
que tenemos un paciente que procede de una zona de alto riesgo y presenta fiebre, pero la
prueba de la gota gruesa ha dado un resultado negativo. Es decir, e = {uf, —y1, +y2}.

Figura 3.4: Nodo X con dos padres y dos hijos.

El teorema de Bayes nos dice que

P(x) - P(uf, ~y1, +yo|z)
P(ufa_‘y17+y2)

P*(z) = P(z|uf, =y, +y2) = (3.51)

Nuevamente necesitamos utilizar unos valores, P(uj, =1, +¥2|7), que no conocemos. (Si
tuviéramos estos valores podriamos calcular también el denominador de la fraccién.) Hemos
introducido ya dos hipdtesis:

1. Independencia a priori de los nodos que no tienen ningin antepasado comun.

2. Independencia condicional de los dos efectos de X cuando conocemos con certeza el
valor de X.

Vamos a enunciar ahora la tercera y ultima hipétesis, la independencia condicional (para
cada valor z) entre los padres y los hijos de X:

P(ylay2’x7u17u2) = P(ylay2|x) (352)

0, lo que es lo mismo,

P(u1,uz2,y1,y2|x) = P(u1,uz|z) - P(y1,y2|z) (3.53)
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La interpretacion de estas dos ecuaciones es clara: la probabilidad de los efectos de X
depende solamente del valor que toma X, no de la combinacién de factores que nos ha llevado
a dicho valor. En nuestro ejemplo significa que, si hay certeza de que una persona padece
paludismo, la probabilidad de que tenga fiebre y de que detectemos la enfermedad en la prueba
de laboratorio no depende del pais de origen ni del tipo sanguineo. Lo mismo podemos decir
de la ausencia de paludismo.?

De la ecuacién (3.53) se deduce facilmente, sumando sobre ug, que
P(u1,y1,y2|x) = P(ui|z) - P(y1,y2l|x) (3.54)
con lo que la ecuacién (3.51) se convierte en
P (z) =a-m(z) - AMx) (3.55)
Recordemos que ya habiamos definido anteriormente 7(z) y A(x):

m(x) = P(z) - P(uj |z) = P(z,u]) (3.56)
A(@) = P(-y1, +ye|r) (3.57)

y que sus valores estaban dados por (3.41) y (3.25), respectivamente. Tras unos célculos
sencillos obtenemos que P*(+xz) = 0/0090; es decir, con estos hallazgos, la probabilidad de
que el paciente tenga paludismo es menor del 1%.

Podriamos calcular ahora la probabilidad del tipo sanguineo en funcién de la evidencia,
P*(ug), pero lo vamos a omitir para no alargar mas la exposicion.

La ecuacién (3.55) es la férmula fundamental para el calculo de la probabilidad en redes
bayesianas. En ella aparecen dos términos importantes, m(x) y A(z). El primero de ellos
transmite el impacto de la evidencia correspondiente a las causas de X. En nuestro caso,
el tinico hallazgo “por encima” de X era Uy =u]. Si no tuviéramos ninguna evidencia, 7 (z)
seria simplemente la probabilidad a priori P(z).

El segundo, A(z), transmite el impacto de la evidencia correspondiente a los efectos de X.
En el ejemplo anterior, recogia la influencia de —y; y +y2. Si no tuviéramos ninguna evidencia,
A(x) serfa un vector constante y podriamos prescindir de él al aplicar la ecuacién (3.55), sin
alterar el resultado.

De las tres propiedades de independencia anteriores —ecs. (3.20), (3.34) y (3.53)— que no
son mds que la manifestacién de la separacién direccional (sec. 3.2.2) para esta pequena
red, se deduce que

P(y1,y2, T, u1,u2) = P(y1]x) - P(ya|w) - P(z|ur, uz) - Puy) - P(usg) (3.58)

Esta expresién se conoce como factorizacion de la probabilidad en una red bayesiana (cf. teo-
rema 3.7, pag. 52). O

4Si por alguna razén pensaramos que esta hipStesis no es cierta, deberfamos afiadir a nuestro modelo nuevos
arcos con el fin de representar las influencias existentes (por ejemplo, entre el pafs de origen y otras causas de
la fiebre) y asignarles las tablas de probabilidad oportunas.
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Recapitulacién

En esta seccién hemos visto las propiedades mas importantes de las RR.BB. En primer lu-
gar, que la red contiene informacién cualitativa (la estructura del grafo) y cuantitativa (las
probabilidades a priori y condicionales). Esta red constituye nuestro modelo causal y —salvo
que introduzcamos algiin mecanismo de aprendizaje— es invariable.

El proceso de diagnéstico consiste en introducir la evidencia disponible (asignar valores a
las variables conocidas) y calcular la probabilidad a posteriori de las variables desconocidas.
Se trata en realidad de un proceso de inferencia, aunque no es simbdlica sino numérica.

Hemos visto ademés que este modelo permite tanto un razonamiento diagndstico (cuél
es la causa més probable) como predictivo (qué valor de cierta variable aparecerd con mayor
probabilidad). Por otra parte, hemos comentado ya que una ventaja de las RR.BB. es que
un mismo nodo puede ser fuente de informacién u objeto de prediccién dependiendo de cuél
sea la evidencia disponible, como ocurria con X o con Y] en los ejemplos anteriores.

Y hemos comprobado también en el ejemplo 4 que es posible realizar un célculo incremen-
tal, modificando la probabilidad de las variables a medida que va llegando nueva evidencia,
sin tener que recalcular todos los mensajes () y A().

3.2 Definicion formal de red bayesiana

En la seccién anterior hemos presentado de forma intuitiva qué son las redes bayesianas y
cémo se propaga la evidencia, insistiendo en la importancia de las hipotesis de independencia.
Ahora vamos a dar una definicion matematica formal.

3.2.1 Estructura de la red. Teoria de grafos

Nuestro punto de partida consiste en un conjunto finito de nodos X. Cada uno de ellos
representa una variable, que puede ser discreta o continua (aunque en este texto sélo vamos
a manejar variables discretas). Esta relaciéon biunivoca entre nodos y variables nos permite
emplear indistintamente ambos términos. Como vimos en el capitulo anterior, los valores de
una variable deben constituir un conjunto exclusivo y exhaustivo.

Sin embargo, una diferencia importante respecto del método probabilista clésico (sec. 2.4)
es que las redes bayesianas no necesitan suponer que los diagndsticos son exclusivos y ex-
haustivos, y por tanto no es necesario tener una variable D que represente todos los posibles
diagnésticos; por ejemplo, en vez de una variable llamada D=Enfermedad, cuyos valores
representasen los posibles diagnésticos correspondientes a la fiebre: neumonia, amigdalitis,
paludismo, etc., en la red bayesiana tendriamos una variable Neumonia —que puede tomar
dos valores (neumonia-presente y neumonia-ausente) o més de dos valores (neumonia-ausente,
neumonia-leve, neumonia-moderada y neumonia-severa), dependiendo del grado de precisién
que necesitemos en el diagnéstico—, otra variable Amigdalitis, Paludismo, etc. De este modo,
la red bayesiana puede ofrecer dos o més diagnésticos a la vez (por ejemplo, amigdalitis-severa
y neumonia-leve), lo cual era imposible con el método probabilista cldsico.’

Introducimos a continuacion algunas definiciones bésicas sobre grafos:

®Las redes de semejanza de Heckerman [27] consituyen una notable excepcién, pues en cada una de ellas
hay un nodo principal, que representa los diagndsticos (supuestamente exclusivos y exhaustivos). Aunque en
esto coinciden con el método probabilista clésico, se diferencian de él en que permiten que el nodo principal
tenga padres y que los hijos puedan tener hijos a su vez, e incluso que haya bucles en la red.
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> Arco. Es un par ordenado de nodos (X,Y).
Esta definicién de arco corresponde a lo que en otros lugares se denomina arco dirigido.
En la representacion grafica, un arco (X,Y) viene dado por una flecha desde X hasta Y, tal

como muestran las figuras de los ejemplos anteriores.

> Grafo dirigido. Es un par G = (N, A) donde N es un conjunto de nodos y A un conjunto
de arcos definidos sobre los nodos.

Si hubiéramos definido los arcos como pares no ordenados, tendriamos un grafo no dirigido.
En el contexto de los grafos dirigidos, tenemos las siguientes definiciones:

> Padre. X es un padre de Y si y sélo si existe un arco (X,Y).

Los padres de X se representan como pa(X). Por semejanza con el convenio utilizado para
variables y sus valores, pa(z) representara el vector formado al asignar un valor a cada nodo
del conjunto pa(X).

> Hijo. Y es un hijo de X si y sélo si existe un arco (X,Y).

> Antepasado. X es un antepasado de Z si y sblo si existe (al menos) un nodo Y tal que
X espadre de Y e Y es antepasado de Z.

> Descendiente. Z es un descendiente de X siy sélo si X es un antepasado de Z.
> Familia X. Es el conjunto formado por X y los padres de X, pa(X).

> Nodo terminal. Es el nodo que no tiene hijos.

Ejemplo 3.5 En la figura 3.5, los padres de D son Ay B: pa(D) = {A, B}. Los hijos de D
son Gy H. Los antepasados de G son A, By D. Los descendientes de A son D, Gy H. Las
nueve familias (tantas como nodos) son {A}, {B}, {C}, {D,A, B}, {E,C}, {F,C}, {G, D},
{H,D,E} e {I,E}.

Figura 3.5: Un pequeno poliarbol.

5Las redes de Markov se basan en grafos no dirigidos, mientras que las redes bayesianas corresponden a
grafos dirigidos.
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> Camino. Un camino entre X7 y X en una sucesiéon de nodos { X1, ..., Xy} pertenecientes
a un grafo G = (M, A), tal que X; # X paral <i<j< Ny

(Xi>Xi+1) cA 6 (Xi+1aXi) € A, Vi,1<i< N

Es decir, dos nodos consecutivos de un camino —X; y X;;1— estdn unidos por un arco del
primero al segundo o viceversa. Observe que esta definicion corresponde a lo que en otros
lugares se conoce como camino abierto.

> Ciclo. Es una sucesién de nodos {Xi,..., Xy} pertenecientes a un grafo G = (N, A),
tal que (1) X; # X para 1l < i < j < N, (2) para todo i < N existe en A un arco
(Xi, Xit1), y (3) existe ademéds un arco (X, X1).

> Bucle. Sucesién de nodos {X7,..., Xn} pertenecientes a un grafo G = (N, A), tal que
(1) X; # Xj para 1l <i < j < N, (2) para todo ¢ < N existe en A un arco (X;, Xit1)
6 (Xit1,X5), (8) existe ademds un arco (Xn,X1) 6 (X1,Xn) v (4) los arcos no forman
un ciclo.

> Grafo aciclico. Es el grafo en que no hay ciclos.

Tanto el ciclo como el bucle corresponden a lo que a veces se denominan caminos cerrados
simples. La diferencia es que en un ciclo los arcos van de cada nodo al siguiente (nunca a la
inversa), mientras que la definicién de bucle permite que los arcos tengan cualquiera de los
dos sentidos, con la tnica condicién de que no formen un ciclo. La distincién entre ambos es
muy importante para el tema que nos ocupa, pues las redes bayesianas se definen a partir de
los grafos dirigidos aciclicos, lo cual permite que contengan bucles pero no que contengan
ciclos.

Ejemplo 3.6 En la figura 3.6.a, vemos que entre B y C hay dos caminos: {B,A,C} y
{B,D,C}, y lo mismo ocurre en 3.6.b y 3.6.c. El primero de estos tres grafos es un ciclo,
mientras que que los dos ultimos son bucles. Por eso estos dos tltimos podrian servir para
definir redes bayesianas, pero el primero no. O

Figura 3.6: Un ciclo y dos bucles.

> Grafo conexo. Un grafo es conexo si entre dos cualesquiera de sus nodos hay al menos
un camino.

Por tanto, un grafo no conexo es aquél que esta formado por dos o més partes inconexas entre
si. Todo grafo conexo ha de pertenecer a una de las dos categorias siguientes:
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> Grafo simplemente conexo o poliarbol. Un grafo es simplemente conexo si entre dos
cualesquiera de sus nodos hay exactamente un camino.

> Grafo miiltiplemente conexo. Es el que contiene ciclos o bucles.

> Arbol. Es un caso particular de poliarbol, en que cada nodo tiene un sélo padre, excepto
el nodo raiz, que no tiene padres.

Por ejemplo, el grafo de la figura 3.5 es un poliarbol, porque no contiene bucles; no es un
arbol porque algunos de sus nodos (D y H) tienen més de un padre.

3.2.2 Definicion de red bayesiana

La propiedad fundamental de una red bayesiana es la separacion direccional (llamada d-
separation por Pearl [44, 45]), que se define asi:

> Separacién direccional. Dado un grafo dirigido aciclico conexo y una distribucién de
probabilidad sobre sus variables, se dice que hay separacion direccional si, dado un nodo
X, el conjunto de sus padres, pa(X), separa condicionalmente este nodo de todo otro
subconjunto Y en que no haya descendientes de X. Es decir,

P(z|pa(z),y) = P(x|pa(z)) (3.59)

Es habitual definir las redes bayesianas a partir de grafos dirigidos aciclicos (en inglés se
suelen denominar directed acyclic graph, DAG, aunque lo correcto es decir acyclic directed
graph, ADQG). Sin embargo, nos parece importante incluir la especificacién “conexo” por tres
razones. La primera, porque muchos de los algoritmos y propiedades de las redes bayesianas
sélo son correctos para grafos conexos, por lo que es mejor incluir esta caracteristica en la
definicién que tener que anadirla como nota a pie de pagina en casos particulares. La segunda
razon es que, aun en el caso de que tuviéramos un modelo con dos partes inconexas, podriamos
tratarlo como dos redes bayesianas independientes. Y la tercera, porque los modelos del
mundo real con que vamos a trabajar son siempre conexos; si hubiera dos partes inconexas
no tendriamos uno sino dos modelos independientes.

La definicién de separacion direccional, aunque pueda parecer extrana a primera vista,
es sencilla, y ya fue introducida en los ejemplos de la seccién 3.1. En efecto, volviendo a
la figura 3.4 de dicha seccién (péag. 46), recordamos que, una vez conocido el valor de x,
podiamos calcular la probabilidad de y; sin que influyeran los valores de las demads variables.
Es decir, el conjunto pa(Y;) = {X}, separa condicionalmente Y] de todas las demds variables
de la red.

A partir de las definiciones anteriores, podemos caracterizar las redes bayesianas asi:

> Red bayesiana. Es un grafo dirigido aciclico conexo més una distribucion de probabilidad
sobre sus variables, que cumple la propiedad de separacién direccional.

El término direccional hace referencia a la asimetria de dicha propiedad, que se manifiesta
en las siguientes propiedades de las redes bayesianas, ilustradas con el ejemplo de la figura 3.5:
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1. Si A no tiene padres, entonces P(z|pa(z)) = P(z|@) = P(x), y la ecuacién (3.59) se
traduce en P(e|la) = P(e) para cada nodo E que no sea uno de los descendientes de
A; en otras palabras, E es a priori independiente de A. En consecuencia, dos nodos
cualesquiera D y E que no tengan ningtin antepasado comun son independientes a priori.

2. Si D es descendiente de A y antepasado de H, y no existe ningin otro camino desde A
hasta H, entonces estos dos nodos quedan condicionalmente separados por D:

P(h|d,a) = P(h|d) (3.60)

3. Si tanto G como H son hijos de D y no tienen ningun otro antepasado comun, este
dltimo separa G'y H, haciendo que sean condicionalmente independientes:

P(gld, h) = P(g|d) (3.61)

En general, la independencia (a priori o condicional) de dos nodos —por ejemplo, Ay E—
se pierde al conocer el valor de cualquiera de sus descendientes comunes —H es descendiente
tanto de A como de E— pues en este caso la propiedad de separacion direccional ya no es
aplicable. Es muy importante que observe la relacién de estas propiedades con la discusién
de la seccién 2.2.3.

3.2.3 Factorizacién de la probabilidad

En la definicién de red bayesiana, hemos partido de una distribucion de probabilidad conjunta
para las variables, P(Z). Aparentemente, en el caso de variables binarias, harfan falta 2N 1
pardametros. (Serfan 2V si no existiera la ligadura (2.1).) Sin embargo, las condiciones de
independencia dadas por la separacién direccional imponen nuevas restricciones, que redu-
cen los grados de libertad del sistema. De hecho, una de las propiedades mas importantes
de una red bayesiana es que su distribucion de probabilidad puede expresarse mediante el
producto de las distribuciones condicionadas de cada nodo dados sus padres, tal como nos
dice el siguiente teorema. (Recordemos que, para un nodo X sin padres, pa(X) = & y, por
tanto, P(z|pa(z)) = P(x); es decir, la probabilidad condicionada de un nodo sin padres es
simplemente la probabilidad a priori.)

Teorema 3.7 (Factorizacién de la probabilidad) Dada una red bayesiana, su distribu-
cion de probabilidad puede expresarse como

P(x1,...,2p) = H P(z;|pa(z;)) (3.62)

Demostracion. Es facil construir una ordenacién de las variables en que los padres de cada
nodo aparezcan siempre después de él. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que la orde-
nacién {X1,..., X, } cumple dicha propiedad. Por la proposicién 2.10 (ec. (2.14)), podemos

escribir
n

P(xi,...,2y) = HP(a:i\a:iH, cey X))
i=1
Ahora bien, por la forma en que hemos escogido la ordenacién, el conjunto {X;i1,...,X,}
incluye todos los padres de X y, en consecuencia, la separacién direccional (ec. (3.59)) nos
dice que
P(zi|witr, ..., xn) = P(xi|pa(z;))
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con lo que concluimos la demostracién. O

Ejemplo 3.8 Para la red bayesiana de la figura 3.4 (pdg. 46), la factorizacién de la probabi-
lidad viene dada por la ecuacion (3.58).

Ejemplo 3.9 Para el grafo de la figura 3.5 (pag. 49), la factorizacién de la probabilidad viene
dada por

P(a,b,c,d,e, f,g,h,i) = P(a) - P(b) - P(c) - P(d|a,b) - P(e|c)
- P(flc) - P(gld) - P(h|d,e) - P(ile)

Podemos comprobar que cada uno de estos factores corresponde a una de las familias enume-
radas en el ejemplo 3.5.

La importancia de este teorema es que nos permite describir una red bayesiana a partir
de la probabilidad condicionada de cada nodo, en vez de dar la distribuciéon de probabilidad
conjunta, que requeriria un nimero de parametros exponencial en el nimero de nodos y
plantearia el grave problema de verificar la propiedad de separacién direccional; sin embargo,
el nimero de parametros requerido para dar las probabilidades condicionadas es proporcional
al nimero de nodos (suponiendo que el nimero de padres y el nimero de valores posibles
estan acotados para cada variable).

Podriamos haber definido las propiedades de independencia en términos de caminos ac-
tivados o bloqueados, al estilo de Pearl, Geiger y Verma [45, pags. 317-318], [47], seguido
también por Charniak [7]. En cambio, la presentacion que hemos escogido se parece més a la
propuesta por Neapolitan [41, cap. 5].

3.2.4 Semantica de las redes bayesianas

Hemos definido ya las redes bayesianas desde un punto de vista matemadtico formal. La
cuestion que nos planteamos ahora es su seméantica, es decir, jqué interpretacién se le puede
dar a una red bayesiana? ;Cdémo se corresponde nuestro modelo con el mundo real? ;Por
qué podemos hablar de causas y efectos en una R.B.?

Esta cuestion estd ya parcialmente respondida en la seccién 3.1, que fue introducida
antes de la definiciéon formal de R.B. precisamente para mostrar que los conceptos y axiomas
introducidos no pareciesen arbitrarios, sino que responden a las propiedades de la causalidad,
segin nuestra concepcién intuitiva del mundo real.

Es importante senalar que la estructura de la red, por si misma, aporta gran cantidad de
informacién cualitativa. En efecto, un arco XY indica, ya antes de conocer el valor concreto
de la probabilidad condicional, que hay una correlacién entre ambas variables: el valor que
toma X influye sobre la probabilidad de Y, y viceversa. Es lo que llamamos influencia causal
directa. Tal es la relacién que existe, por ejemplo, entre el pais de origen y el paludismo,
o entre el paludismo y la fiebre. Profundizando un poco mas, observamos que la existencia
de un camino entre dos variables X e Y, con variables intermedias Z, indica que hay una
influencia causal indirecta entre ambas.

Tal como hemos discutido en la presentacién intuitiva de las RR.BB., cuando nuestro
sentido comun, basado en la experiencia, nos dice que la influencia de una variable X sobre uno
de sus efectos Y] (por ejemplo, del paludismo sobre la prueba de la gota gruesa) no depende
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de cuales han sido las causas o mecanismos que han producido X, ni depende tampoco de si
X a dado lugar a otros efectos, entonces la red contendra un arco desde X hasta Y7, y no
habra ningtin arco que conecte Y] con las demas variables. Por tanto, la ausencia de arcos
es también una forma de expresar informacion. El hecho de que Y7 depende solamente de su
causa, X, se traduce matematicamente diciendo que, conocido el valor de X, la probabilidad
de Y7 es independiente de los valores que toman esas otras variables, o dicho de otro modo, X
separa Y] de dichas variables. Empezamos a ver aqui la relacion entre el concepto de padre
y el de causa, entre el de hijo y el de efecto, entre el de arco y el de influencia causal directa,
entre el de independencia en los mecanismos causales y el de independencia probabilista.

En este punto es donde se manifiesta la importancia del sentido de los arcos y su relacién
con la idea de causalidad. Volviendo al ejemplo del paludismo, el hecho de que las variables
Pais-de-origen y Tipo-sanguineo no tengan ningin padre comun significa que son a priori
independientes, es decir, que el pais no influye en el tipo sanguineo y viceversa, de modo que,
si no hay mads evidencia, no podemos obtener ninguna informacién sobre el pais de origen a
partir del tipo sanguineo, ni viceversa. Sin embargo, el hecho de que ambas variables tengan
un hijo comun significa que, una vez conocido el valor de ese nodo, surgen correlaciones entre
los padres.” Podemos decir, usando la terminologia de Pearl [44], que el camino entre Uy y Us
permanece bloqueado hasta que sea activado por la llegada de informacién sobre X o sobre
alguno de sus descendientes.

Para el caso de los efectos de una variable ocurre precisamente lo contrario: todo médico
sabe que hay correlacién entre la fiebre y el test de la gota gruesa. Sin embargo, tal como
discutimos en la seccién 3.1, la correlacion desaparece cuando averiguamos si el paciente tiene
o no tiene paludismo. Es decir, el camino entre Y] e Y5 estd activado en principio, y se bloquea
solo al conocer el valor de X. De esta asimetria entre padres e hijos, reflejo de la asimetria que
existe en el mundo real entre causas y efectos, procede el nombre de separacién direccional.

Por tanto, hay dos formas de justificar los enlaces que introducimos u omitimos al cons-
truir nuestra red. La primera es de naturaleza teérica: formamos un modelo causal a partir
de la experiencia de un especialista y trazamos los arcos correspondientes al modelo; la re-
lacién que hemos discutido entre los mecanismos causales y las propiedades matematicas de
independencia nos permite fundamentar nuestro modelo. El otro camino para justificar la
red consiste en realizar una comprobacién empirica a partir de un conjunto suficientemente
amplio de casos, utilizando las herramientas estadisticas que se emplean habitualmente para
detectar correlaciones.

Hay otro punto relativo a la seméantica de las redes bayesianas, que vamos a mencionar sélo
brevemente, pues atin estd muy discutido. Nos referimos al debate entre los que defienden que
las redes probabilistas pueden expresar causalidad y los que sostienen que éstas solo expresan
correlaciones entre variables. En realidad, no se trata de un debate limitado al campo de las
redes bayesianas, sino que la existencia de la causalidad es una cuestién que se han planteado
matematicos y filésofos por lo menos desde el siglo XVII, a partir de las teorias de Hume. Para
no entrar en esta cuestion citaremos solamente tres trabajos, los de Pearl y Verma [48, 46]
y el de Druzdzel y Simon [19], que muestran cémo recientemente han surgido argumentos
matematicos para defender la interpretacion causal frente a la meramente correlacional.

En resumen, lo que hemos intentado mostrar en esta seccién es que la informacién cua-
litativa que expresa la estructura de una R.B. es mds importante ain que la informacién

"La correlacién que aparece entre las causas se aprecia mucho més claramente en el caso de la puerta OR
(sec. 3.4).
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cuantitativa, como lo demuestra el hecho de que se han construido redes cualitativas [64, 65],
capaces de razonar a partir de las propiedades de independencia de las redes bayesianas,
incluso en ausencia de valores numéricos. Por este motivo, Neapolitan [41] ha sugerido en
nombre de redes de independencia (independence networks) como el mas adecuado para las
RR.BB.

Podriamos sintetizar todo lo dicho anteriormente repitiendo lo que Laplace afirmé en la
introduccién de su famoso libro Théorie Analytique des Probabilités:®

La teoria de la probabilidad no es, en el fondo, méas que el sentido comun reducido
al calculo.

3.3 Propagacion de evidencia en poliarboles

Vamos a estudiar ahora un algoritmo eficiente para calcular la probabilidad en una red ba-
yesiana sin bucles. En realidad, dada una R.B., a partir de las probabilidades condicionales
podriamos calcular la probabilidad conjunta segin el teorema 3.7, y luego aplicar las ecuacio-
nes (2.2) y (2.6) para calcular las probabilidades marginales y a posteriori, respectivamente.
Sin embargo este método tendria complejidad exponencial incluso en el caso de polidrboles.
Ademads, al anadir nueva evidencia tendriamos que repetir casi todos los cédlculos. Por esta
razon conviene encontrar algoritmos mucho mas eficientes.

El algoritmo para poliarboles que presentamos en esta seccién, basado en el paso de
mensajes T y A, fue desarrollado por Kim [34] a partir del que Pearl habia propuesto para
arboles [43]. Sin embargo, la principal limitacién del algoritmo de Kim y Pearl es que no
permite tratar los bucles que aparecen inevitablemente al desarrollar modelos del mundo real,
por lo que en si mismo resulta de muy poca utilidad y los constructores de RR.BB. recurren
a otros que, aun perdiendo las ventajas de éste, son aplicables a todo tipo de RR.BB. Sin
embargo, aqui lo vamos a estudiar con detalle por dos razones. Primera, por su sencillez y
elegancia, que nos permitirdn comprender mejor las propiedades de las RR.BB. Y segunda,
porque el algoritmo de condicionamiento local [15], aplicable también a redes multiplemente
conexas, es una extensién de éste, que se basa en los mismos conceptos y definiciones.

Para comprender mejor el desarrollo matematico que vamos a realizar, puede ser 1util al
lector repasar la seccién 3.1, en que aparecen sencillos ejemplos numéricos que explican por
qué se introducen las definiciones de w y A, y como se propaga la evidencia.

3.3.1 Definiciones basicas

Una de las propiedades fundamentales de un poliarbol es que hay un tinico camino entre cada
par de nodos. En consecuencia, la influencia de cada hallazgo se propaga hasta un nodo X
bien a través de los padres o a través de los hijos de éste, por lo que para cada nodo X
podemos hacer una particién de la evidencia (recordamos que la evidencia es el conjunto de
hallazgos) en dos subconjuntos, tales que

e=el Uey 3.63
X X (
e;Ney =0 (3.64)

8Cita tomada de Druzdzel [18].
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donde e} representa la evidencia “por encima de X" y ey “por debajo de X" en el sentido
antes mencionado.

De forma similar, la eliminacién de un enlace XY divide a la red —y por tanto también
la evidencia— en dos partes, una que queda “por encima” del enlace y otra que queda “por
debajo”. Las llamaremos e;y Y €xy, respectivamente. Al igual que en el caso anterior, se
cumple que

e=e}, Ueyy (3.65)

elyNeyy =9 (3.66)
Ejemplo 3.10 En la figura 3.5 (pdg. 49), si tuviéramos e = {+f,+g, ~i}, entonces e}, =
{+f} v ez = {+g,~i}. Del mismo modo, ef; = {+f,+g, i} y e = @. La eliminacién del
enlace EH dividirfa la red en dos partes, y tendrfamos e}, ,; = {+f,~i} y egy = {+g}. O

Basandonos en la particion de la evidencia, podemos establecer las siguientes definiciones
(cf. fig. 3.7):

m(z) = P(z,e}) (3.67)
Az) = P(ex|z) (3.68)
mx (ui) = P(ui, e ) (3.69)
Ay, (z) = Pleyy, | ) (3.70)

Figura 3.7: Propagacién de evidencia mediante intercambio de mensajes.

El sentido de estas definiciones es el siguiente:

e 7(x) indica qué valor de X es mas probable segin la evidencia relacionada con las causas
de X (es decir, segun la evidencia “por encima” de X).

e \(z) indica qué valor de X explica mejor los hallazgos correspondientes a los efectos de
X (la evidencia “por debajo” de X).

e 7x(u) indica qué valor de U es més probable segun la evidencia “por encima” del enlace
UX.

e Ay, (z) indica qué valor X explica mejor la evidencia “por debajo” del enlace XY
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Para entender mejor estas explicaciones, conviene volver a los ejemplos de la seccién 3.1.

Antes de concluir esta seccién, senialemos que las definiciones anteriores, aunque tomadas
del libro de Pearl [45], han sido modificadas de acuerdo con la propuesta de Peot y Shach-
ter [50], con el fin de permitir un tratamiento coherente de los bucles mediante el algoritmo
de condicionamiento local [15].

3.3.2 Computaciéon de los mensajes

Recordemos una vez mas que nuestro objetivo es calcular la probabilidad a posteriori de cada
nodo, definida en la ecuacién (2.25). A partir, de ah,

P*(z) = P(ale) = a P(z, e} ex)
= o P(z,e}) Plex|z.e})

donde hemos definido
a=[Pe)] ™ (3.71)

Ahora bien, por la separacién direccional sabemos que P(ey|z,e%) = P(ey|z), de modo
que, aplicando las definiciones anteriores llegamos a

P*(z) = an(z) A(x) (3.72)

Necesitamos, por tanto, calcular los tres factores que aparecen en esta expresiéon. Empe-
cemos con m(x). Seglin su definicidn,

n(@) = Pla.e}) = > P(a] w)P(a.ef)

Como las causas de X no tienen ningin antepasado comtn por estar en un polidrbol (red
simplemente conexa), todas ellas y las ramas correspondientes son independientes mientras
no consideremos la evidencia relativa a X o a sus descendientes:

P(ﬂ,e}) = P(ul,e;}lX, ey U, eJ&nX)
n
= [ P(ui.ef x) HWX (us) (3.73)
i=1

Por tanto,
:ZP(ﬂﬂ)Hﬂx(ul) (3'74)
@ i=1

El paso siguiente consiste en calcular 7y (u;) o, lo que es lo mismo, 7y, (), puesto que en
una R.B. todos los nodos son equivalentes; es sélo una cuestion de notaciéon. La evidencia
que esta por encima del enlace XY}, e}yj , podemos descomponerla en varios subconjuntos:
la que estd por encima de X y la que estd por debajo de cada enlace XY para los deméas
efectos Yy, de X (fig. 3.7). Sabemos ademéds que X separa e} de €xy,, Y separa también los
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subconjuntos €xy, entre si. Con estas consideraciones, obtenemos
ny,(x) = P(z,ely ) = P(z,e}, ey, k#j)
Y; XY; X Cxy, F7J

= P(z,e}) [ Plexy, | )
k#j

z) [] M () (3.75)
k#j

Para calcular esta expresion, es necesario hallar Ay, (z) —o Ay,(z), pues el resultado
obtenido serd valido para todos los efectos de X—. Representaremos mediante V el conjunto

de causas de Y; (o del efecto considerado) distintas de X, tal como muestra la figura 3.8.
Por simplificar la notacién, escribiremos eZ,

vy, = eJ‘ZY U...u e{;py, con lo que nos queda
ey Xy; = =ey, U eVY
Recordemos que Y; separa e;,j del resto de la red que estd por encima de Y}, e igualmente
los padres de Y; separan Y; de e‘f/y_. Aplicando repetidamente la proposicién 2.19, resulta
J
Ay, (z) = Plexy, | z)

=22 Ple usney Tl
—ZZP ey, uj) Py|0.2) P(efy 7] 2)

. @

Figura 3.8: Padres de Y;.

Puesto que las causas de Y; son independientes a priori, podemos razonar como en la
ecuacién (3.73) para llegar a

p p
P(v, egyj |z) = P(@,egyj) =[] Pu ey, H
=1 =1
Yy, en consecuencia,
p
Myi) Y Plyjla,0) [ v (w) (3.76)
Yi v =1

Finalmente, hay que calcular A(z), lo cual resulta bastante sencillo:

A(z)

Plexy,, ---,exy, | )

11 Pexy,| ) = | R3S (3.77)
j=1

Jj=1
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Para completar el algoritmo, falta hallar la constante « que aparece en (3.72). Realizar
el calculo a partir de la definicién 3.71 resultaria muy complicado en general. Sin embargo,
sabemos que

Y Pra)=a) () Mz) =1 (3.78)

con lo que podemos obtener o como

-1
o= [Z m(x) )\(x)] (3.79)

T

En la préctica, calcularemos 7(x) y A(x) para cada nodo y normalizaremos su producto de
acuerdo con la ecuacion (3.78).

Observe que por cada enlace X — Y circulan dos mensajes, my(z) de X a Y,y Ay (),
de Y a X, pero ambos mensajes son vectores correspondientes a la variable X (por tanto,
la dimension del vector es |X|, el nimero de valores de X), mientras que la variable Y sélo
aparece como subindice en los dos: en 7y (x) indica el nodo que recibe el mensaje, mientras
que en Ay (x) indica el que lo envia.

3.3.3 Comentarios

Las férmulas que acabamos de deducir son recursivas: 7(z) se calcula a partir de mx (u;);
Ty, (z) a partir de w(z) y de Ay, (), etc. Necesitamos por tanto una condicién de terminacién
para que el algoritmo esté completo. Por otro lado, necesitamos explicar cémo introducir en
este esquema la evidencia observada. Resolveremos ambos problemas del siguiente modo:

Para un nodo U sin padres, e?} = @, por lo que 7(u) = P(u), que es uno de los pardmetros
que definen la red. En este caso el problema de terminacién ya lo teniamos resuelto.

Para un nodo terminal ¥ (nodo sin hijos), hace falta conocer A(y). Si no hay ninguna
informacién sobre este nodo, asignamos el mismo ndmero para cada valor y; por ejemplo,
A(y) = 1 para todo y. Vemos en la ecuacién (3.72) que un vector A(x) constante no modifica
el valor de P*(x). También vemos, a partir de la ecuacion (3.76), que para un vector constante
A(y) = 1 podemos alterar el orden de los sumatorios y llegar a

i~

Ay, (x) =) v, (v) > P(y;| ,0)
v Yj

~

1

= CZ H?T)/j (vl)] =c ZP(@,egyj) = cP(e‘J—;Yj), Va (3.80)
v Li=1 v

que es de nuevo un vector constante —es decir, independiente de z— y no transmite ninguna
informacién, pues segin las ecuaciones (3.72) y (3.76), un vector A constante no influye en el
resultado final.

Si hay un nodo terminal Y de valor conocido yg (es decir, la afirmacién “Y =y,” es parte

de la evidencia), asignamos a A(yp) un nimero positivo cualquiera y 0 a los demds valores de
Y. Por ejemplo,

Ay) =0 paray#yo

{ Ayo) =1
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lo cual implica, segun (3.72),

{P( ) =1
P(y) =0 paray#yo

Vemos que, efectivamente, la probabilidad se ajusta a la afirmacion de partida, “Y = yo”;
ademds sélo el valor yy cuenta en el sumatorio de la ecuacién (3.76), por lo que podemos
concluir que esta asignacién de A(y) para nodos terminales es coherente, y asi queda completo
el algoritmo de propagacion de evidencia en poliarboles.

En la seccion siguiente vamos a mostrar un ejemplo completo de propagacion de evidencia
en una red bayesiana.

Ejemplo 3.11 Volvamos de nuevo a la red de la figura 3.5 (pdg. 49). Recordemos que,

ademads de tener la estructura de la red, conocemos las probabilidades a priori de los nodos

sin padres: P(a), P(b) y P(c), y las probabilidades condicionales: P(d|a,b), P(e|c), etc.
Supongamos que e = {+f,+g¢,~i}. La asignacién de landas para los nodos terminales

sera.:
A+f) =1 Al+g) =1 A(+h) =1 A(+1) =0
A(=f) =0 A(mg) =0 A(—=h) =1 A(i) =1
Queremos calcular P*(e), y por eso escogemos el nodo E como pivote, en el sentido de
que se va a encargar de solicitar informacién a todos sus vecinos. Es posible que luego otros
nodos soliciten los mensajes que les faltan, con el fin de computar su propia probabilidad,
aunque también es posible que el nodo pivote E, una vez que ha recibido todos sus mensajes
“decida” computar y enviar los mensajes de vuelta para sus vecinos, con el fin de que éstos
hagan lo mismo con sus demds vecinos, y asi sucesivamente hasta alcanzar todos los nodos

terminales del polidrbol.
Con este esquema en mente, empezamos buscando m(e):

m(e) =) Ple|e)mp(c)

mr(c) = m(c) Ap(c) = P(c) Ap(c)

Ar(c) =Y A(f) P(fle) = P(+f]¢)
f

Asi concluimos el cdlculo en esta rama del 4rbol. Continuamos con otras ramas:

Ale) = Ar(e) A ()
e:Z)\ e) = P(—i|e)

:Z ZP h|d,e) g (d)
h

Deberfamos calcular ahora mg(d). Sin embargo, podemos saber ya que Ag(e) va a ser un
vector constante porque A(h) también lo es. Podemos demostrarlo mediante el argumento
numérico de la ecuacién (3.80). Otra forma de razonarlo es a partir de las propiedades de
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independencia condicional: cuando el valor de H no se conoce, D y E son independientes;
recordando ademaés que D separa G de E, tenemos

Ar(e) = Plepyle) = P(+gle)
= P(tgld.e) P(dle) =Y P(+g|d) P(d) = P(+g)
d d

que es un vector constante (no depende de e).

Por fin, nos queda A(e) = A;(e) y basta normalizar el producto 7w (e) - A(e) para conocer
P*(x). Del mismo modo podemos calcular la probabilidad a posteriori de cualquier otra
variable, aprovechando —naturalmente— los resultados ya obtenidos. O

3.3.4 Implementacién distribuida

El algoritmo que hemos presentado se presta inmediatamente a una implementacién recur-
siva, segin hemos comentado anteriormente. Vamos a ver ahora cémo podemos disenar un
algoritmo distribuido a partir de las mismas expresiones. (Veremos también que este método
puede llevarnos a una implementacion iterativa, que presenta la ventaja de que requiere mucha
menos memoria de célculo que la implementacién recursiva.)

En la implementacion distribuida, cada procesador correspondera a un nodo y, por tanto,
a una variable. La informacién que debe almacenar puede ser estatica o dindmica. Aqui,
“estatica” significa “independiente de la evidencia observada”, tal como la estructura de la
red y las probabilidades condicionales. En caso de que los nodos no sean procesadores fisicos
reales sino que estén simulados mediante un programa de ordenador, lo primero que cada
nodo necesita conocer son sus causas y sus efectos; esto puede realizarse facilmente definiendo
dos listas con punteros hacia los nodos correspondientes, las cuales codifican la topologia
de la red. A continuaciéon hay que introducir la informacién numérica estdtica, a saber, las
probabilidades a priori y condicionales.

La informacién dindmica consiste, en primer lugar, en los valores de A para los nodos
terminales, tal como hemos explicado anteriormente, y en los mensajes m y A correspondientes
a la propagacién de evidencia. La propiedad méas importante que se deriva de los axiomas de
independencia descritos en el capitulo anterior es que, en poliarboles, cada enlace descompone
la red en dos partes cuya unica interaccion se transmite a través de dicho enlace, y los
mensajes intercambiados estdn desacoplados, en el sentido de que 7y (x) puede calcularse
independientemente de Ay (z), y viceversa. En la figura 3.9, que muestra los célculos realizados
en el nodo X, esta propiedad aparece como la ausencia de bucles en el flujo de informacién. Se
puede comprobar también, observando las férmulas de la seccién 3.3.2, que toda la informacién
requerida por un nodo para computar sus mensajes se encuentra almacenada localmente.

Un nodo X esta en disposicién de enviar un mensaje a su vecino W cuando y sélo cuando
ha recibido ya los mensajes procedentes de todos sus demés vecinos. Un nodo X con n causas
y m efectos que ha recibido ¢ mensajes se encuentra en uno de tres estados posibles:

1. ¢ < n+m — 2. Esto significa que X estd esperando al menos dos mensajes, por lo que
todavia no puede calcular ninguno de los que debe enviar.

2. g = n+m— 1. En este caso, X ha recibido un mensaje de cada vecino excepto de
uno, que llamaremos W. Por eso X puede calcular ya el mensaje que debe enviar a W
(aunque todavia no puede calcular ningiin otro mensaje).
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7x (u1) 7x (uz) Ax (uq) Ax (uz)

m(x): Ec. (3.74)

Az): Ec. (3.77)

3.75) | | 3.75) | | 3.75)

Y Y Y

Ty, (.’L’) Ty, (SC) Tys (LE) >‘Y1 (.’L’) >‘Y2 (LC) >‘Y3 (LE)

Figura 3.9: Computaciones realizadas en el nodo X.
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3. ¢ = n+m. Cuando X ha recibido todos los mensajes que estaba esperando, puede
calcular por fin los que le faltaban por enviar.

Al principio, ¢ =0 para todos los nodos, pues ain no ha circulado ningin mensaje; por
tanto, todos los nodos con un solo vecino (n+m=1) se encuentran en el estado 2; los demés se
encuentran todavia en el estado 1. Es posible demostrar que siempre hay algiin nodo dispuesto
a enviar un mensaje, por lo que el proceso no se interrumpe nunca hasta que el algoritmo
se ha completado. En vez de realizar la demostracién, que es sencilla conceptualmente pero
engorrosa, volvamos una vez mas a la figura 3.5.

Antes de que empiece la propagacién, todos los nodos que tienen un solo vecino (A, B, F,
G y I) se hallan en estado 2, y los demds en estado 1. Cuando aquéllos envian sus mensajes
respectivos, C'y D pasan al estado 2, y lo mismo ocurre en el paso siguiente con 'y H.
Cuando los mensajes mg(e) y Am(e) llegan a su destino, estos dos 1ltimos nodos pasan al
estado 3, de modo que pueden enviar ya a sus vecinos los mensajes que faltaban, y en dos
pasos mas queda concluido el proceso.

La discusién anterior es interesante para demostrar que no es necesario tener un mecanismo
global de control, por lo que el modelo puede implementarse como una red asincrona en que
el nimero de mensajes recibido determina qué mensajes puede calcular y enviar cada nodo.

Si el algoritmo se implementa secuencialmente y la computacién necesaria en cada nodo
estd acotada (limitando el nimero de padres y valores), el tiempo de computacién es pro-
porcional al nimero de nodos. En este caso resulta mas eficiente realizar la propagacion de
evidencia en dos fases: recoleccion de mensajes hacia el nodo pivote y distribucién desde él,
como propusieron Jensen, Olesen y Andersen [32] para &rboles de cliques.

En cambio, si hay un procesador por cada nodo, el tiempo de computacion es proporcional
a la longitud maxima que exista dentro de la red. La versién que hemos presentado aqui,
basada en tres estados diferentes para cada nodo, se diferencia ligeramente de la de Pearl [45]
en que evita computar y enviar mensajes prematuros carentes de sentido. La distincién no
tiene importancia si disponemos de un procesador fisico (hardware) por cada nodo. Pero si los
procesadores conceptuales (los nodos) estdn simulados por un niimero menor de procesadores
reales, el despilfarro computacional de enviar mensajes inutiles puede resultar muy caro en
términos de eficiencia. En este ultimo caso, en que los nodos hacen cola para acceder a un
nimero limitado de procesadores fisicos, encontramos el problema tipico de la programacion
distribuida, a saber, cudl de los mensajes debe computarse primero con el fin de lograr la
maxima eficiencia.

Ejemplo 3.12 Sea una red bayesiana dada por el grafo de la figura 3.10 y por las siguientes
tablas de probabilidad (suponemos que todas las variables son binarias, de modo que P(—a) =
1 — P(+a), etc.):
P(+a)=03  P(+b) =01
P(+c|+a,+b) =09  P(+c|+ a,—b) =02
P(+c|—a,+b) = 0'3 P(+4c|—a,—b) =01
{P(+d| +b) =08  P(+d|-b) =0}

Dada la evidencia e = {+a,—d}, calcular todos los mensajes m y A que intervienen y la
probabilidad a posteriori de cada variable.
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Figura 3.10: Computacién distribuida de los mensajes m y A.

Solucion. Empezamos por asignar la evidencia observada. Asi, el hallazgo +a implica que
m(a) = (1 0) —este vector significa que 7(4+a) = 1 y 7m(—a) = 0— mientras que el hallazgo
—d se traduce en A\(d) = (0 1). Como B no tiene evidencia ni directa ni procedente de sus
padres, m(b) = P(b) = (0’1 0/9); es decir, le asignamos su probabilidad a priori. Al nodo C' le
asignamos un vector constante, A(c) = (1 1), porque no tiene evidencia asociada directamente
ni procedente de sus hijos.

Ahora hay que empezar a propagar la evidencia, de acuerdo con las ecuaciones (3.74)
a (3.77). Vemos que A estd esperando un solo mensaje, Ac(a), y D estd esperando un solo
mensaje, mp(b), de modo que estdn ya en condiciones de empezar a enviar mensajes. En
cambio B y C estan esperando dos mensajes cada uno, por lo que todavia no pueden enviar
ninguno.

El mensaje que envia A es mc(a) = m(a) = (1 0), porque A no tiene otros hijos. El que
envia D es Ap(b) = D", A(d)-P(d|b) = 0-P(d|b)+1-P(—d|b) = P(—~d|b) = 1—P(+d|b) = (0’2 1).
Ahora tanto a B como a C' sdélo les falta recibir un mensaje, por lo que ya pueden empezar a
enviar algunos mensajes.

El nodo B envia el mensaje 7o (b) = mw(b) - Ap(b) = (0'1 0/9)- (0’2 1) = (0/02 0'9), mientras
que el nodo C envia el mensaje Ac(b) = Y .[A(c)->_, Pl(cla,b) - mc(a)]. Este mensaje se
calcula asf:

Ac(+b) = A(+c) - [P(+c| + a, +b) - mo(+a) + P(+c[ma, +b) - mc(—a)]
+ A(=c) - [P(=e] + a, +b) - e (+a) + P(=c|=a, +b) - mo(—a)]
=[0'9-14+0'3-0]+[0'1-14+0'7-0]=1
Ao (=) = A(+c) - [P(+c| + a,=b) - mc(+a) + P(+c|—a, =b) - 7o (—a)]
+ A(=¢) - [P(—c| + a,—b) - 7o (4a) + P(—c|—a, —b) - mo(—a)]
=[01-14+07-0]+[09-1+03-0] =1
Por tanto, Ac(b) = (1 1); es decir, se trata de un vector constante, que no aporta informacién.

En realidad, el hecho de que A(c) es un vector constante nos permite calcular el mensaje Ac(b)
de forma maés sencilla que como acabamos de hacerlo:

Ao(b) = [1 Y " P(cla,b) - Wc(a)]
= ZP(CM’b)] -7o(a) =) 7o(a)

a
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Esto explica por qué Ac(+b) = Ac(—b), es decir, el mensaje Ac(b) es un vector constante,
que no va a afectar al calculo de la probabilidad a posteriori de B, pues el valor concreto que
tome este vector “se pierde” al aplicar la normalizacion.

Siguiendo con la  propagacion de mensajes tenemos que Ac(a) =
SN S Plelab) - mo®)] = 3, (5, Plelab)] - mo(h) = S,molt) = (092 0'92),
que es también un vector constante, lo cual demuestra que la evidencia —d no se propaga
hasta A.

El dltimo mensaje que se propaga entre nodos es mp(b) = 7(b) - A\c(b) = w(b) = P(b) =
(0'1 0'9). Noétese que el orden en que hemos calculado los mensajes es el siguiente: m¢(a),
Ap(b), mc(b), Ao (b), Ac(a) y mp(b).

Por cierto, observe que Ac(b) = (1 1) ha conducido a wp(b) = w(b) = P(b), que a su
vez implica que 7(d) = >, P(d|b) - mp(b) = >, P(d|b) - P(b) = P(d); es decir, 7(d) coincide
con la probabilidad a priori de D, lo cual demuestra que la evidencia 4+a no se ha propagado
hasta D. Visto de forma més general, A\(c) = (1 1) implica que Ac(b) y Ac(a) son vectores
constantes que no propagan evidencia, y esto significa que cuando no hay informacién sobre
C ni por debajo de C el camino A-C—B esta desactivado, de modo que ni la evidencia +a se
propaga hasta B y D ni la evidencia —d se propaga hasta A.

Finalmente, vamos a calcular los vectores 7() y A() que nos faltan, con el fin de poder
aplicar la ecuacién (3.72) a cada nodo y calcular asi su probabilidad a posteriori. Para
el nodo A, A(a) = Ac(a) = (1 1), porque sélo tiene un hijo, C, que no aporta ninguna
evidencia; por tanto, P*(a) = am(a)A\(a) = an(a) = (1 0); es decir, P*(+a) = 1, como
debe ser, pues +a forma parte de la evidencia. Para B, A(b) = Ac(—b) Ap(—b) = (1 1) -
(021) = (021)y P*(b) = ard)A(b) = a- (01 0'9) - (0'2 1) = (0/022 0978). Para C,
m(c) = Y, > Plcla,b) me(a) me(b) = (0198 0'722) y P*(c) = o - (0’198 0'722) - (1 1) =
(0’215 0'785). Por tltimo, para D, w(d) = >, P(d|b) - mp(b) = (008 0'92) y P*(d) =
am(d)A(d) = a- (0008 0'92) - (0 1) = (0 1), lo cual también era de esperar, porque —d forma
parte de la evidencia. O

Insistimos una vez mas en que en este ejemplo la computacién se ha realizado de forma
distribuida: en vez de tener un nodo pivote que se encargue de centralizar la recogida y
distribucién de la informacién, como ocurria en el ejemplo 3.11, aqui cada nodo “sabe” en
todo momento qué mensajes ha recibido y, por tanto, cudles puede enviar.

Ejercicio 3.13 Repetir los calculos del ejemplo anterior para la evidencia e = {+¢, ~d}.

Solucion. Los mensajes y las probabilidades son (en el orden en que se calculan): \(¢) =
(1 0); AM(d) = (0 1); m(a) = (0’3 0'7); w(b) = (0'1 0'9); mc(a) = (0'3 0'7); Ap(b) = (0’2 1);
Ac(b) = (0/48 0'13); 7o (b) = (002 0'9); m(c) = (0'1266 0'7934); A(D) = (0/096 0'13); Ac(a) =
(0'198 0/096); 7p(b) = (0048 0'117); A(a) = (0'198 0/096); m(d) = (0/0384 0/1266); P(a)
(0/4692 0'5308); P(b) = (00758 1/9242); P(c) = (1 0); P(d) = (0 1).

3.4 La puerta OR/MAX

3.4.1 La puerta OR binaria

Hemos visto que, en el caso general, la probabilidad condicional viene dada por una tabla, tal
como la que aparece en la pagina 3.1. Por tanto, el nimero de parametros requerido para una
familia crece exponencialmente con el nimero de padres. Esto conlleva varios inconvenientes.
El més grave es la obtencion de dichos parametros: si obtenemos los resultados a partir de
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una base de datos, necesitamos gran cantidad de casos para que los parametros obtenidos
sean fiables; si la ausencia de una base de datos nos obliga a recurrir a la estimacién subjetiva
de un experto humano, resultard muy complicado para él responder a tantisimas preguntas
correspondientes a una casuistica compleja: “;Cudl es la probabilidad de que el paciente
presente fiebre dado que tenga paludismo, neumonia y apendicitis y no tenga amigdalitis, ni
meningitis, ni etc., etc.?”

El segundo problema que plantea el modelo general, una vez obtenidos los parametros,
es la cantidad de espacio de almacenamiento que requiere cuando el ntimero de padres es
grande (por ejemplo, para un nodo binario con 10 padres binarios, la tabla de probabilidad
condicional tiene 2!+19 = 2.048 pardmetros). Y por tltimo, otro grave inconveniente es que
el tiempo de computacién para la propagacion de evidencia crece también exponencialmente
con el nimero de padres de la familia considerada.

Por estas razones, es conveniente buscar modelos simplificados de interaccién causal que
simplifiquen la construccién de RR.BB. y la computacién de la probabilidad. Pearl [45] los
llama modelos candnicos porque son aplicables a numerosos campos, no son soluciones ad hoc
para resolver un problema concreto de un dominio particular. Los més famosos entre ellos son
las puertas OR y MAX probabilistas, que suponen una generalizaciéon de los correspondientes
modelos deterministas.

En la puerta OR probabilista (noisy OR-gate [45, sec. 4.3.2]) se supone que cada causa
U; actua para producir el efecto X, pero existe un inhibidor I; que bloquea la influencia; es
como si U; estuviera inactiva. Por tanto, el pardametro fundamental es la probabilidad de que
actte el inhibidor (g;) o bien su pardmetro complementario, ¢; = 1 — ¢;, la probabilidad de
que la causa U; actuando en ausencia de otras causas llegue a producir X:

P(+a|+ui, ~ujjp) =ci=1-g

Tenemos asi la probabilidad de X en el caso de que haya una tinica causa presente y las
demads estdn ausentes. Para hallar la probabilidad de X en el caso de que haya més de una
causa presente, se introduce la hipétesis de que X sélo estd ausente cuando todas las causas
estan ausentes o cuando para cada causa U; que estd presente ha actuado el correspondiente
inhibidor I;. Se supone que no sélo las causas sino también los inhibidores actian indepen-
dientemente, lo cual implica la independencia en sentido probabilista. En consecuencia,

P(-zlu) = H i
icTy
donde Ty indica el subconjunto de las causas de X que estén presentes (Tyy C U).

A partir de aqui podemos construir la tabla P(x|u) y aplicar el algoritmo de propagacién
general desarrollado en la seccion anterior. Pero asi habriamos resuelto uno sélo de los incon-
venientes anteriores (el de la obtencién de los pardmetros), pues ya vimos que la complejidad
de este algoritmo crecia exponencialmente con el nimero de padres. Por fortuna, existen ex-
presiones para la puerta OR que llevan a un tiempo de propagacién proporcional al tamano de
la familia. Dichas expresiones se encuentran en [45]. Nosotros, en vez de deducirlas aqui, las
presentaremos como un caso particular de las correspondientes a la puerta MAX que vamos
a estudiar a continuacién.

3.4.2 Definicién de la puerta MAX

Existe una generalizacién de la puerta OR binaria, que fue propuesta por Max Henrion [30]
como modelo para la obtencién del conocimiento; el nombre de “puerta MAX”, su formulacién
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matematica y los algoritmos de propagacién que discutimos a continuacién fueron publicados
por primera vez en [13].

Para llegar a una formulacién matematica del modelo es necesario introducir previamente
el siguiente concepto:

Definicién 3.14 (Variable graduada) Es la variable X que puede estar ausente o presente
con gx grados de intensidad. Tiene por tanto gx +1 valores posibles, a los que asignaremos
enteros tales que X =0 significa “ausencia de X” y los ntimeros sucesivos indican grados de
mayor intensidad.

Ejemplo 3.15 Supongamos que la variable X =Neumonia puede estar ausente o presente
con tres grados de intensidad (gx =3): leve, moderada o severa. Entonces X = 0 significa “el
paciente no tiene neumonia”, X = 1 significa “el paciente tiene neumonia leve”, etc. O

Observe que el concepto de graduada no es sinénimo de multivaluada. De hecho, son
dos conceptos independientes: por un lado, no todas las variables multivaluadas representan
distintos grados de intensidad, y por otro lado, hay variables binarias graduadas, como son
las que hemos visto hasta ahora de tipo presente/ausente o positivo/negativo, cuyos valores
representdbamos por +x y —z. (La definiciéon de variable graduada nos dice que a —z le
corresponde el valor 0 y a +x el valor 1.) Mds atin, las variables que intervienen en la puerta
OR binaria son siempre variables graduadas, pues no tiene sentido plantear dicho modelo
para variables no graduadas, tales como el sexo.

El modelo de interaccién de las puertas OR/MAX es bastante general; aqui lo vamos a
definir en el contexto de las RR.BB., aunque seria aplicable a otros métodos de tratamiento de
la incertidumbre. Por simplificar la escritura, llamaremos U; al conjunto de todas las causas
de X excluida Uj;:

Definicién 3.16 (Puerta OR/MAX) En una red bayesiana, dada una variable graduada
X con n padres Uy,...,U, (también variables graduadas), decimos que interaccionan me-
diante una puerta MAX cuando se cumplen las dos condiciones siguientes:

1. PX=0U=0)=1 (3.81)
2. P(X <zlu) =[] P(X <2|Ui = u;,U; =0) (3.82)

(2

Si X y las U; son todas binarias, se dice que interactian mediante una puerta OR.

Podemos utilizar la notacién 20 =“X = 0”7 para expresar ambas condiciones en forma
abreviada como

1. P@%a’) =1 (3.83)
2. P(X <azlu) =[] P(X < alu,af) (3.84)

Intentaremos ahora explicar el significado de esta definiciéon. La primera condicién es
facil de interpretar: significa que, si todas las causas que pueden producir X estan ausentes,
entonces tenemos la seguridad de que también X estara ausente. Mas adelante relajaremos
esta restriccion.
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La segunda condicién (ec. (3.82)) nos dice que X < x s6lo cuando ninguna de las causas
U; (actuando como si las demds causas estuvieran ausentes) ha elevado X a un grado superior
a x. Dicho con otras palabras, el grado que alcanza X es el mdzimo de los grados producidos
por las causas actuando independientemente; ésta es la razén por la que se denomina ”puerta
MAX”. Al igual que en la puerta OR binaria, el resultado es el maximo de los valores de
las entradas; esta coincidencia era de esperar, pues el modelo graduado es tan sélo una
generalizacién del caso binario.

La importancia de esta definicién es que permite calcular todos los valores de P(z|u) a
partir de un reducido nimero de pardmetros. Para la familia X, serdn las probabilidades X
condicionadas a que una sola de las causas esté presente:

Ko = P(X =2|Ui=u;, U; = 0) (3.85)

que podemos escribir en forma abreviada como

i = P(x|ug, 7)) (3.86)

T

En principio, el nimero de pardmetros para el enlace U; X es (gu,+ 1) - (gx +1). Sin
embargo, la suma de las probabilidades debe ser la unidad y, en consecuencia,

i =1- Z i, (3.87)

Por otra parte, la primera condicién de la definicién de la puerta OR (ec. (3.81)) es
equivalente a decir que

w0 { 1 paraz =0 (3.88)

C(EL:
0 parax #0.

Por tanto, sélo se necesitan g,, - gx parametros para este enlace.

Ejemplo 3.17 Supongamos que tenemos una porcién de red representada por la figura 3.11,
y que cada una de las tres variables puede tomar los siguientes valores:

Up = Neumonia — {ausente, leve, moderada, severa}
Uy = Paludismo — {ausente, presente}
X = Fiebre — {ausente, leve, elevada}

Figura 3.11: Ejemplo de puerta MAX.

Vemos que gy, = 3, gu, =1y gx = 2. En el modelo general, para esta familia necesitariamos
una tabla con 16 pardmetros (hay 4x2=8 combianaciones posibles de u; y ug; para cada una
de ellas deberfamos dar tres valores P(x|uj,ug), pero como la suma de los tres debe ser la
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unidad, s6lo hace falta dar dos, de modo que necesitamos en total 8x2=16 pardametros). Sin
embargo, para la puerta MAX, indicaremos los valores de c%' y c¥?, tal como muestran las
tablas 3.2 y 3.3. En ellas se observa que el nimero de pardmetros se ha reducido a la mitad.
Si hubiéramos tenido mas causas en vez de sélo dos, el ahorro habria sido mayor. A partir
de estas dos pequenas tablas, aplicando los axiomas anteriores podemos construir la tabla
P(x|u1,u2) completa necesaria para aplicar el algoritmo general. Sin embargo, existe una
solucién mucho més eficiente, que evita tener que calcular dicha tabla, como mostraremos en
la proxima seccién. O

X\ Ui | leve | moderada | severa
leve 0’50 0’40 0720
elevada | 0’20 0’50 0°80

Tabla 3.2: Pardmetros c'.

X \ Uz | presente
leve 020
elevada 0’75

Tabla 3.3: Pardmetros c}?.

Causas no explicitas

Si en el modelo general tomamos P(+z|—-uj, —wuz) > 0, esto significa que X puede estar
presente incluso cuando U; y Us estan ausentes. Sin embargo, en la puerta OR/MAX, la
propiedad (3.81) nos dice que cuando todas las causas de X estdn ausentes, sabemos con
certeza que X estard ausente.

La propiedad en si es razonable, pero existe el problema de que en la practica es imposible
considerar explicitamente todas las causas, pues éstas pueden ser muy numerosas e incluso
muchas de ellas seran desconocidas; esto se ve especialmente claro en el caso de la medicina. La
cuestion es importante aunque, afortunadamente, tiene una solucién muy sencilla: para cada
nodo X incluiremos un nodo X* que agrupe todas las causas que no aparezcan explicitamente
en el modelo.

Podemos suponer que el valor de este nodo siempre es presente (w(+z*) = 1) y que su
eficacia para producir X viene dada por los pardmetros ¢ (de forma abreviada, ¢?); en caso
de que X sea una variable binaria, basta conocer un solo niimero, ¢’ ., pues ¢ serd siempre
0.

Al desarrollar el algoritmo de propagacién para la puerta OR/MAX, veremos que el im-
pacto de cada causa U; se traduce en una Q,(z), y todas éstas se combinan de acuerdo con la
ecuacién (3.93). Por tanto, podemos aplicar, la propiedad asociativa del producto y agrupar
varias causas en una sola sin violar los principios axiométicos de las redes bayesianas. Lo que
queremos decir es que estd mateméaticamente justificado incluir las causas no explicitas en un
solo nodo y asignar al enlace correspondiente unos valores ¢ que combinan los parametros
de todas ellas como si se tratara de una sola causa.
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3.4.3 Algoritmo de propagacion

Hemos resuelto ya los dos primeros problemas que presentaba el modelo general, pues ya
no necesitamos obtener ni almacenar un numero exponencial de parametros por familia.
Veamos a continuacién cémo podemos resolver el tercero, es decir, como podemos realizar
eficientemente la propagacién de evidencia. Empezamos introduciendo la siguiente definicién:

Q(z) = P(X <w,e}) (3.89)

Es facil obtener Q(x) a partir de 7(x)
Q(z) =) () (3.90)

y viceversa
() = {Q(x) ~Qle=1) paraa £0 on
Q(0) para = 0

Queremos encontrar ahora un algoritmo eficiente para calcular Q(z). Aplicando las ecua-
ciones (3.83) y (3.73), podemos escribir

Q@)=Y P(X <ala) P(a,e})
@
@
En esta expresién podemos invertir el orden del productorio y de los sumatorios. En efecto,

>

ul

HP(X < xfu;, @) P(ui|eJ(ZX)]
i

n
[P < afu, @) P(uz»eax)]
1=1

n
> P(X < afuy, @) P(ul,eglx)] J[PX < @lus, @) Plus, ef x)
=2

ul
n

=P(X <z, ef y, W) [[ P(X < zfu;, @) Pluilef; y)
=2

n
= Qu, - [[P(X < wlui, @) Pluilef; x)
i=2
donde hemos introducido la definicién

QUz' (x) = P(nga eaxvﬂg) (3.92)

que es la probabilidad de X = « considerando toda la evidencia por encima del enlace U; X,
en caso que todas las deméds causas de X estuvieran ausentes.
Sustituyendo este resultado en la expresién de Q(z) tenemos

n

Q) =Quy(x)- Y |[[PX <afus, @) Pluslef, x)

U2,...,Un Li=2
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y repitiendo la misma operacion n veces llegamos a

Q(x) = H Qu, () (3.93)

Lo que necesitamos ahora es una férmula sencilla para calcular Qu,(z). Para ello, defini-
mos un nuevo conjunto de parametros C3:

CY = P(X < x|u;, 7?) (3.94)
que podemos calcular a partir de las c¢%, segin las ecuaciones (3.86) y (3.87):

x x 9x z
Ui u; Ui Ui U Uj
Cy = E Cp' = Cpo Tt § Cpt =1 — E cyt + E c'
z'=0

x/'=1 /=1 z'=1
gx
=1- > v (3.95)
r'=x+1

Estos nuevos pardametros pueden ser almacenados junto con la descripcién de la red (para
ahorrar tiempo de computacién) o calculados cuando se los necesita, aunque también es
posible definir la red a partir de las C}* en lugar de las c}¢.

Desde aqui, el calculo de Qu,(x) es inmediato:

Qui(a) = 3 P(X < alu,@) Plus,ef,y)

=> C¥ mx(w) (3.96)
9x
= Zﬂx(ui) [1 - Z cgi] (3.97)
Uj z'=x+1

En el caso de que tengamos ademas unas ¢} correspondientes a las causas no explicitas
en el modelo, podemos manejarlas como si se tratara de una causa similar a las demas y
calcular la respectiva Q*(X), que debera incluirse en el productorio de la ecuacién (3.93). El
tratamiento de las causas no explicitas es, por tanto, muy sencillo.

Hemos resuelto ya la primera parte del problema: cémo calcular 7(x) para la familia X
en tiempo proporcional al nimero de padres. También el célculo de A(x) y el de mx(u;) o
Ay; () estdn resueltos, pues podemos aplicar las ecuaciones (3.77) y (3.75), ya que en ellas
no aparece P(z|u) y por tanto no varian al pasar del caso general a la puerta OR/MAX. Lo
que nos falta por resolver es cémo calcular Ay (u;), es decir, el mensaje que X envia a cada
uno de sus padres.

La ecuacién (3.76) puede escribirse para la familia X como

Ax(ui) = | M@) > P(zla) [ ] 7x(uy) (3.98)
x ; J#i
Observe que, dentro de esta expresién, el valor de u; en u = (uq,...,uy) estd fijo (depende de

qué Ay (u;) estamos calculando), mientras que el valor de las demads variables u; va cambiando
segln indica el sumatorio.
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Ahora bien, una forma de fijar el valor «, para la variable U; es asignarle un vector m(u;)
definido asf:

1 para u; = u
T(uUl)v —u, = ¢ 3.99
puesto que entonces, segun (3.72) y (3.75),
1 para u; = u}
[P(ui)ly,—u = [7x (ui)|g,—ar = :
‘ ‘ 0 para u; # u;
y también
[P(2]@)]y,—u, = Y Pl@lu) [r(w)]y,—u
u;
Sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.98), tenemos
Ax(uf) =D | M=) Y Plafa) [ mx(uy)
T u 7 Ui:u;
o bien
Ax () =Y N@) [7(2)] =, (3.100)
xT

Aqui, [7(z)]y,=u,; debe calcularse como hicimos anteriormente, es decir, con las ecuacio-
nes (3.91) y (3.93), aunque ahora la ecuacién (3.96) se simplifica para convertirse en

[Qui (2)]vi=u; = C3 (3.101)
de acuerdo con el valor de [mx (u;)]y,=,; indicado anteriormente.

Dicho con otras palabras, el algoritmo de la puerta OR/MAX puede expresarse asi: para
calcular 7(x), transformamos cada mensaje wx (u;) en Qu,(x), y los multiplicamos todos para
obtener Q(z), a partir del cual es muy sencillo obtener ().

Cuando queremos calcular Ax (u;) seguimos un procedimiento similar: para las causas U;
distintas de U; tomamos las mismas Qu;, (z) que antes; para Uj;, en cambio, tomamos la Qu, ()
correspondiente al valor u; segin la ecuacién (3.101), y repetimos —para cada valor de U;—
el mismo proceso que en el cdlculo de 7(x).

3.4.4 Implementacién distribuida

La implementacién distribuida de la puerta OR/MAX es muy similar a la del caso general. Sin
embargo, ahora los pardmetros ¢! (las tablas 3.2 y 3.3, por ejemplo) no son una caracteristica
del nodo X ni de esta familia en conjunto, sino que estan asociados a cada enlace UX. Fijese
en la figura 3.12 y en la tabla 3.4 y observe dénde se almacenan las c¥. El nodo X debe
saber solamente qué tipo de interacciéon debe aplicar: caso general o puerta OR/MAX; en
el segundo caso, los parametros se encontraran almacenados en los enlaces correspondientes
(salvo los parametros ¢, correspondientes a las causas no explicitas, que se almacenarén en
el propio nodo, para no tener que anadir un nodo que represente OTRAS-CAUSAS-DE-X).
Comparando la figura 3.12 con la relativa al caso general (fig. 3.9, pdg. 62), observamos
que ahora los enlaces no son canales de informacién pasivos, sino procesadores activos que
transforman cada mensaje mx(u) en Qu(x) y generan ademds Ax(u), liberando asi al nodo
X de algunas computaciones.
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Wx(ul) Ax(ul) 7TX(U2) /\X(ul)
A
ENLACE U; X ENLACE U, X
ct cy?
(3.97) J (3.100) (3.97) (3.100)
QUl (J?) QUz (J})
Y
NODO X Ax)
m(x): Ecs. (3.91,3.93)
(3.72) ~ P*(x)
Y

Az): Ee. (3.77)

(3.75) (3.75)

(3.75)

Y

Tyy (J’J) Ty, (J))

Y

Tys (.13)

/\Yl (3?) /\Yz (37) )‘Y3 (.1?)

Figura 3.12: Computaciones realizadas en la puerta OR.
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Modelo general Puerta OR

Almacena P(x|u) c

Nodo X Recibe 7x (ui), Ay, () Qu,(X), Ay, ()
Envia Ax (uq), Ty, (x), P*(z) | Az), 7y, (z), P*(x)
Almacena cyi

Enlace U; X | Recibe mx(ui), AMz), Qu,, ()
Envia Qu; (), Ax (u;)

Tabla 3.4: Caso general y puerta OR.

3.4.5 Semantica

Seria interesante desarrollar el ejemplo 3.17 para ver cémo funciona la propagacién de evi-
dencia en la puerta OR/MAX y comprobar que los resultados obtenidos mateméticamente
coinciden con lo previsible mediante nuestro sentido comtn. Lamentablemente, desarrollar
con detalle un solo ejemplo con los miltiples casos posibles nos ocuparia mucho mas espacio
de lo que podemos permitirnos. Por otra parte, puede encontrarse un ejemplo bien explicado
en [45, sec. 4.3.2]; aunque alli se describe solamente la puerta OR, el tratamiento resulta muy
similar al que pudiéramos realizar para la puerta MAX.

Lo que vamos a discutir en esta seccion es la relacion entre el modelo general y la puerta
OR/MAX. En la seccién 3.2.4 hablamos de la semantica de las redes bayesianas, refiriéndonos
al modelo general. Alli vimos la relacion entre los axiomas de independencia y los mecanis-
mos causales percibidos intuitivamente. De igual modo, estudiar la semantica de la puerta
OR/MAX consiste en establecer una relacién entre los axiomas de la definicién 3.16 y nuestros
conceptos de causalidad. Esta cuestién fue abordada parcialmente al introducir dicha defini-
cién. En efecto, alli se mostré que la ecuacion (3.81) significa que el efecto X estd ausente
cuando todas las causas que lo producen estan ausentes, lo cual concuerda naturalmente con
el sentido comin, y la ecuacién (3.82) significa que el grado que alcanza el efecto X es el
maximo de los que producirian sus causas actuando independientemente.

Al igual que discutimos al hablar de la seméntica de las redes bayesianas en general,
podemos afirmar aqui que hay dos formas posibles de justificar la utilizacién de la puerta
OR/MAX como modelo simplificado al construir nuestra red. La primera —la tedrica—
consiste en crear en nuestra mente un modelo de como actian las causas a la hora de producir
el efecto considerado. Por ejemplo, si suponemos que las diferentes causas de una enfermedad
actuan independientemente, en el sentido de que, tal como dice la definicién de puerta MAX,
el grado més probable de la enfermedad es el maximo de los que producirian las causas,
entonces estamos en condiciones de aplicar nuestro modelo simplificado; si no es asi, debemos
recurrir al modelo general.

La segunda forma de justificar nuestro modelo consiste en realizar estudios empiricos sobre
un amplio nimero de casos y ver hasta qué punto la puerta OR/MAX puede considerarse
como aproximacion satisfactoria, y en esto pueden utilizarse dos criterios. Uno de ellos, el
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mas estricto, consistiria en exigir que los resultados estadisticos para la familia X se ajustaran
a los predichos por la expresién 3.82; el otro criterio, més flexible, se conformaria con que
la red en su conjunto ofreciera diagndsticos acertados, dentro de ciertos limites, aunque las
predicciones para la familia X no fueran completamente correctas.’

Por ultimo, al hablar de la seméantica debemos insistir en la diferencia que existe entre
el modelo general y la puerta OR/MAX. Si volvemos al ejemplo 3.3, comprobamos que hay
una interaccién entre el pais de origen y el tipo sanguineo como factores condicionantes
de la probabilidad de contraer paludismo. Sin embargo, en el ejemplo 3.17, tenemos dos
causas, neumonia y paludismo, cada una de las cuales por si misma es capaz de producir
fiebre, interactuando mediante una puerta MAX. Por tanto, podemos afirmar que la puerta
OR/MAX refleja mejor el concepto intuitivo de causalidad que utilizamos en nuestra vida
cotidiana. Asi, cuando decimos que “A es una causa de C” entendemos que “A produce o
puede producir C”. Noétese el contraste con el primer ejemplo, referido al caso general: los
nodos Pais-de-origen y Tipo-sanguineo son los padres del nodo Paludismo, pero nadie diria “el
pais de origen produce paludismo” y menos atin “el tipo de sangre produce paludismo”, sino
“el pais de origen y el tipo de sangre son dos factores condicionantes que influyen en la
probabilidad de contraer paludismo”.

De esta diferencia se deduce una ventaja més de la puerta OR/MAX frente al modelo
general, ademds de las que habiamos mencionado anteriormente: a la hora de generar expli-
caciones lingiiisticas, si los nodos de la familia X interactian mediante una puerta OR/MAX
podemos decir “la causa que [con mayor probabilidad] ha producido X es U;”, “la presencia
de U; explica por qué se ha producido X, y por tanto ya no es necesario sospechar la presencia
de U;” o “al descartar U; por dichas razones, aumenta nuestra sospecha de que la causa mas
probable de X es U;”. En el modelo general, no es posible —al menos no es facil— generar
este tipo de explicaciones a partir de una tabla de probabilidades.

3.5 Bibliografia recomendada

Dado que las redes bayesianas son un tema de gran actualidad, la bibliografia relevante es
extensa y crece dia a dia. Entre los libros publicados destaca el de Judea Pearl [45], que es la
obra de referencia principal. Otro libro que recomendamos encarecidamente es el editado por
J. A. Gamez y J. M. Puerta, Sistemas Ezpertos Probabilisticos [22]; sus ventajas principales
son: que cubre casi todos los aspectos de las redes bayesianas (algoritmos de propagacion,
aprendizaje automatico, modelos temporales, aplicaciones médicas e industriales. . .), que esta
escrito con fines didécticos, que ha aparecido muy recientemente, por lo que contiene los
resultados y las referencias bibliograficas més actuales, y, aunque ésta es una ventaja de
orden secundario, que estd escrito en castellano. Otros libros didacticos, aunque todos ellos
con aportaciones originales, son el de Neapolitan [41], el de Castillo, Gutiérrez y Hadi [6],'° el
de Cowell y otros [10] y el de Jensen [31]. También la tesis doctoral de F. J. Diez Vegas [14],
disponible en Internet, puede servir de introduccién al tema. La aplicacién de las redes
bayesianas y los diagramas de influencia a la medicina esta descrita en [33] y [16].

9Estos dos criterios pueden aplicarse también a sistemas expertos no bayesianos. Por ejemplo, en la eva-
luacién de MYCIN [66] se tomd el segundo de ellos y se consider6 que la realizacién del programa habia sido
un éxito. Sin embargo, con el criterio més estricto, se habria cuestionado la validez del programa, pues éste
contiene numerosas inconsistencias, como explicamos en la seccién 4.4.

Bn http://correo.unican.es/ gutierjm/BookCGH.html puede obtenerse este libro de forma gratuita.
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Javier Diez y Marek Druzdzel estan escribiendo actualmente un articulo que explica
detalladamente la puerta OR/MAX y otros modelos candnicos, como las puertas AND,
MIN, XOR, etc. El lector interesado en la aplicacion de redes bayesianas a proble-
mas del mundo real podrda encontrar dicho articulo dentro de unos meses en la pagina
http://www.dia.uned.es/"fjdiez/public.html.

Quien tenga acceso a la WWW puede encontrar numerosos enlaces de interés a par-
tir de la pagina http://www.ia.uned.es/"fjdiez/bayes/rbayes.html. En particular,
recomendamos al alumno que trabaje con alguno de los programas gratuitos para re-
des bayesianas que se indican en ella, especialmente con el programa Elvira, desarrolla-
do conjuntamente por varias universidades espanolas, que puede obtenerse en Internet en
http://www.ia.http://www.ia.uned.es/"elvira.



Capitulo 4

Modelo de factores de certeza
de MYCIN

El modelo de factores de certeza surgio ante la necesidad de que MYCIN, un sistema experto
basado en reglas (sec. 4.1), fuese capaz de representar y razonar con la incertidumbre expre-
sada por los médicos que participaban en el proyecto. En este capitulo explicamos como se
definieron los factores de certeza (sec. 4.2) y como se combinan cuando se encadenan las
reglas (sec. 4.3), y analizamos los problemas que plantea el modelo desde el punto de vista
matemdtico (sec. 4.4).

4.1 El sistema experto MYCIN

4.1.1 Caracteristicas principales

Para muchos, el programa DENDRAL, desarrollado en la Universidad de Stanford a partir
de 1965 [2, 4] es el primer sistema experto, pues posee muchas de las caracteristicas basicas
de los sistemas expertos: dominio reducido (su objetivo era determinar la estructura de
moléculas orgénicas mediante espectrometria de masas), separacién entre conocimiento e in-
ferencia (introdujo el uso de reglas para representar el conocimiento), razonamiento simbdlico
(utiliza conceptos como cetona y aldehido), formacién de hipétesis y buisqueda heuristica (una
bisqueda exhaustiva seria imposible). Gracias a estas caracteristicas alcanz6 una eficacia su-
perior a la de cualquier experto humano.

Sin embargo, otros consideran que el primer sistema experto fue MYCIN, también desa-
rrollado en la Universidad de Stanford en la década de los 70 [3] como sistema de consulta
para el diagndstico y tratamiento de enfermedades infecciosas (recomendacién de la terapia
antimicrobiana mas adecuada en cada caso). Es sin duda el sistema experto més famoso,
el que ha dado lugar a mas proyectos derivados y el que ha marcado el paradigma de to-
dos los sistemas expertos de la actualidad. Entre las aportaciones de MYCIN destacan las
siguientes:!

e separacion entre base de conocimientos, que en su caso estaba formada por unas 400
reglas, base de afirmaciones, que es donde se almacenan temporalmente las conclusiones

'Puede encontrarse una explicacién mas completa y més detallada en cualquier libro de inteligencia artificial
y sistemas expertos, p.ej. [40, cap. 6].

7
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obtenidas, y motor de inferencia, que es la parte del programa encargada de combinar los
datos y las reglas con el fin de obtener nuevas conclusiones, tal como muestra la figura 4.1
(en DENDRAL, las reglas estaban codificadas junto con el resto del programa);

Base de
afirmaciones

Base de Motor de Interfaz de
datos inferencia usuario

Base de
conocimientos

Figura 4.1: Estructura tipica de un sistema basado en reglas.

e cncadenamiento hacia atrds o basado en objetivos (DENDRAL utilizaba encadenamien-
to hacia delante);

didlogo (relativamente) flexible: el usuario no sélo podia introducir informacién cuando
el sistema lo solicitaba —como en los sistemas anteriores a MYCIN— sino también en
cualquier otro momento;

capacidad de explicacion del razonamiento, mediante la traza de las reglas encadenadas
(la capacidad de explicacion es esencial, especialmente en un sistema experto médico);

tratamiento de la incertidumbre mediante factores de certeza, que es el tema al que
dedicamos este capitulo.

Con MYCIN se consolidé la utilizaciéon de reglas como método general para desarrollar
sistemas expertos, aunque la posibilidad de programar la solucién de un problema mediante
reglas se conoce desde Post [51]; Newell y Simon la introdujeron en el campo de la inteligencia
artificial en 1972 [42].

El procedimiento de inferencia en MYCIN consiste en buscar una regla que nos permi-
ta confirmar la hipdtesis buscada. Por ejemplo, para saber si un organismo es bacteroide
escogemos la regla siguiente [61, pag. 71]:

($AND (SAME CNTXT GRAM GRAMNEG)
(SAME CNTXT MORPH ROD)
(SAME CNTXT AIR ANAEROBIC))
(CONCLUDE CNTXT IDENTITY BACTEROIDES TALLY .6)
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que significa?

SI el organismo es gram-negativo
Y tiene forma de bastén
Y es anaerobio

ENTONCES el organismo es bacteroide (con una certeza de 0°6).

Para poder ejecutar la regla y concluir que se trata de un organismo bacteroide, hace falta
confirmar cada una de sus premisas. El sistema trata primero de ver si es gram-negativo
buscando en la base de afirmaciones dicha aseveracion; si no la encuentra, intentara aplicar
otra regla de la que pueda deducir esta afirmacién (y asi sucesivamente, en lo que se conoce
como encadenamiento hacia atrds de las reglas); si todas las reglas fallan, preguntard al
usuario si el organismo es gram-negativo. Una vez confirmada la primera premisa, el sistema
tratard de confirmar la segunda, y si se confirman todas, concluird que es bacteroide; si no,
examinard otras reglas. El encadenamiento hacia atras corresponde a una inferencia basada
en hipdtesis, pues son éstas el objetivo que guia la bisqueda. En cambio, el encadenamiento
hacia delante —el que empleaba DENDRAL— corresponde a una inferencia basada en datos,
pues un dato confirmado puede disparar una o mas reglas, lo cual puede provocar que se
disparen otras, y asi sucesivamente.

4.1.2 Motivacion del modelo de factores de certeza

Como vimos en la seccién 2.4.3, en los afos 60 se empezd a utilizar el teorema de Bayes para la
creacion de sistemas expertos de diagnéstico médico. Sin embargo, este modelo fue criticado
porque exigia hipdtesis inverosimiles (exclusividad de los diagnésticos e independencia condi-
cional), porque requeria un nimero elevado de parametros, generalmente dificiles de obtener,
y porque no permitia estructurar la informacién (la “base de conocimientos” consistia en un
montén de pardmetros), con la consiguiente dificultad de refinar el modelo a medida que se
obtuviera nueva informacién sobre las relaciones entre hallazgos y diagndsticos.

Por otro lado, los creadores de MYCIN, animados por el éxito alcanzado por DENDRAL,
estaban intentando construir un programa basado en reglas, y necesitaban un modelo de tra-
tamiento de la incertidumbre capaz de adaptarse a la modularidad de las reglas, es decir,
capaz de asociar cierta informacién a cada regla y combinar localmente esa informacién a
medida que se encadenasen las reglas. Claramente, el método bayesiano clésico (el tnico
modelo probabilista disponible en aquel momento) estaba muy lejos de satisfacer tales condi-
ciones. Por estas razones el tratamiento riguroso de la probabilidad resultaba inviable dentro
de MYCIN.

Hubo ademas otra razén que llevé a buscar un modelo alternativo a la teoria de la pro-
babilidad. Se trataba de la relacién entre creencia a favor y creencia en contra. En principio
esto puede parecer trivial, ya que la creencia en contra es lo opuesto de la creencia a favor.
De hecho, la teoria de probabilidad nos dice que, definiendo las siguientes variables,

e F; = FEl organismo es gram-negativo

e F5 = El organismo tiene forma de bastén

2E] término CNTXT corresponde a una variable que se asociars al organismo correspondiente en cada caso.
El uso de variables dentro de las reglas es una de las caracteristicas que sitda las reglas mas cerca de la légica
de predicados que de la 16gica proposicional (cf. cap. 5).
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e F5 = El organismo es anaerobio

e H = El organismo es bacteroide?

la regla mostrada en la seccién anterior puede expresarse en términos de probabilidad a
posteriori como
P(H|E1 N Eo A Eg) =07 (41)

lo cual implica que
P(ﬁH‘El A Eo A E3) =1-07=03 (42)

Sin embargo, los médicos que colaboraban en el proyecto MYCIN no estaban de acuerdo con
el hecho de que la primera igualdad implique la segunda, pues aunque Fy A Fo A E3 aporte
evidencia a favor de H eso no significa —segin ellos— que aporte igualmente evidencia en
contra de —H. La razén es que P(H|FE) procede de una relacién de causa-efecto; en cambio,
es posible que no exista ninguna relacién causa-efecto entre £ y —H, como sugiere la ecuacién
P(-H|E) =1—P(H|E). Por eso, en el proyecto MYCIN se apreci6 la conveniencia de contar
con una teoria que pudiera considerar por separado la evidencia a favor de una hipdtesis
(confirmation) y la evidencia en contra (disconfirmation).

Por todos estos motivos, Edward Shortliffe, uno de los investigadores principales del pro-
yecto, empezd a desarrollar un método alternativo a la probabilidad, especialmente adaptado
a las reglas, que fuera facilmente computable y que considerase por separado la evidencia
a favor y la evidencia en contra de cada hipdtesis. Para ello se inspird en la teoria de la
confirmacién de Carnap [5, pag. 19], quien distinguia dos tipos de probabilidad [5, pag. 19]:

e Probabilidad-1: “Es el grado de confirmacion de una hipétesis H a partir de una
aseveracion de evidencia FE; por ejemplo, un informe observacional. Es un concepto
l6gico seméantico. Una afirmacién sobre este concepto no se basa en la observacién de
hechos, sino en un anélisis 16gico” [énfasis anadido|. Es decir, se trata de una relacién
entre los conceptos E'y H.

e Probabilidad-2: “Es la frecuencia relativa (a la larga) de una propiedad de sucesos o
cosas respecto de otra cosa. Un aserto sobre este concepto es factico, empirico.” Por
tanto, es un concepto ligado a la frecuencia de eventos reproducibles.

De aqui se deduce que, para Carnap, la confirmacién se basa en una implicacion légica.
Sin embargo, los investigadores de MYCIN la interpretaron con mas flexibilidad. Por ejemplo,
asi como la observacién de un cuervo negro confirmaria (en el sentido de que daria credibilidad
a) la hipétesis de que “todos los cuervos son negros”, por el principio de induccién, Shortliffe
y Buchanan [57] consideran que el hecho de que un organismo sea gram-positivo confirma
la hipétesis de que es un estreptococo, aunque la conclusién esté basada en conocimiento
empirico y no en un analisis 1égico.

Por otro lado, Carnap [5] distinguia también tres formas de confirmacién:

1. clasificatoria: “la evidencia F confirma la hipotesis H”;

3Nétese que en el capitulo 2 H significaba hallazgo, es decir una variable cuyos valores eran +h y —h,
mientras que en éste va a significar siempre una hipdtesis, de modo que la proposicion correspondiente a la
hipétesis se representard mediante —H.
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2. comparativa: “F; confirma H en mayor medida que E5 confirma H” o “E confirma
mas Hique Hy";

3. cuantitativa: “E confirma H en grado z”.

En MYCIN se utiliz6 una aproximaciéon cuantitativa, aunque el objetivo ultimo era com-
parativo: se trataba de que dos o tres identidades de organismos alcanzaran una confirmacién
mucho més fuerte que el resto, con lo cual las primeras constituirian el diagnéstico y re-
cibirian el tratamiento terapéutico indicado. Por tanto, no importaba conocer la certeza
absoluta correspondiente a cada hipdtesis, sino saber si la certeza de unas pocas hipdtesis era
mucho mayor que la de las demés [57].

Esta observacién es importante por la siguiente razén. En principio, si los factores de
certeza miden la variacién (aumento o disminucién) de la credibilidad, para determinar la
certeza con que se cree una hipdtesis, habria que tomar la credibilidad inicial y agregar o des-
contar el efecto de la evidencia recibida. [Véase, por ejemplo, la ecuacién (2.26), en que para
calcular la probabilidad a posteriori se tiene en cuenta la probabilidad a priori (credibilidad
inicial) y la verosimilitud (grado de confirmacién de la hipétesis en funcién de la evidencia).]
Sin embargo, el método de MY CIN prescinde de la credibilidad inicial y clasifica las hipétesis
solamente en funcién del grado de confirmacién aportado por la evidencia, apoyandose en el
argumento expresado en el parrafo anterior. Volveremos sobre este punto en la seccion 4.4.

4.2 Definicién de los factores de certeza

4.2.1 Factor de certeza de cada regla

En MYCIN, el factor de certeza (F'C') de cada regla “Si E entonces H” se definié como grado
de confirmacién, mis concretamente como la diferencia entre la creencia a favor (measure
of belief, M B) y la creencia en contra (measure of disbelief, M D):

P(H|E) — P(H)

MB(H,E) = 1- P(H) st P(H|E) 2 P(H) (4.3)
0 si P(H|E) < P(H)
0 si P(H|E) > P(H)
MD(H,E) = P(H)P—(I];)(H\E)  P(H|E) < P(H) (4.4)
FCO(H,E) = MB(H,E) — MD(H, E) = (4.5)
PH|E) - P(H)
=1 pHE). —(}}[D)(H) P (4.6)
B si P(H|E) < P(H)

Observe que M B es una medida proporcional del aumento de la credibilidad (no de la
credibilidad absoluta); méas exactamente, es una medida de la disminucién proporcional de
la falta de credibilidad, 1 — P(H). Del mismo modo, M D es una medida proporcional del
aumento de la creencia en contra de H; més exactamente, es una medida de la disminucién
proporcional de P(H).

Los factores de certeza cumplen las siguientes propiedades:
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1. Intervalos:

0<MB<1 (4.7)
0<MD<]1 (4.8)
—1<FC<1 (4.9)

Los valores positivos de F'C' corresponden a un aumento en la creencia en una hipétesis,
mientras que los valores negativos corresponden a una disminucién en la creencia. Un
FC positivo indica que la evidencia confirma (total o parcialmente) la hipétesis ya que
MB > MD. Un FC negativo significa que la evidencia descarta (total o parcialmente)
la hipdtesis, ya que MB < M D.

2. Factor de certeza de la negaciéon de una hipétesis:

MD(~H,E) = MB(H,E) (4.10)
MB(~H,E) = MD(H,E) (4.11)
FC(~H,E) = —FC(H, E) (4.12)

3. Confirmacién total (la evidencia confirma con seguridad absoluta la hipétesis):

MB(H,E) =1
P(H|E)=1={ MD(H,E) =0 (4.13)
FC(H,E) =1

4. Exclusién total (la evidencia descarta la hip6tesis con absoluta certeza):

MB(H,E)=0
P(H|E)=0= MD(H,E) =1 (4.14)
FC(H,E)=-1
5. Falta de evidencia:
MB(H,E)=0
P(H|E)=P(H) = MD(H,E)=0 (4.15)
FC(H,E)=0
6. Limite probabilista:
PH)<1NPH)< P(H|F) = FC(H,FE)~ P(H|E) (4.16)

En el modelo de factores de certeza no hay ligaduras entre los valores de M B(H, E) y
MD(H, E); en efecto, por la propiedad 2 se cumple que

MB(H,E)+ MB(~H,E) = MB(H, E) + MD(H, E) (4.17)

pero no es necesario que M B(H, E) + M B(—H, E) valga 0 ni valga 1 ni ningin otro valor
predeterminado. [Nétese el contraste con la teorfa de la probabilidad, en que se exige que
P(H|E)+ P(—H|E) =1]
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4.2.2 Factor de certeza de cada valor

El modelo de MY CIN no sélo asigna un factor de certeza a cada regla de la base de conocimien-
tos (cf. fig. 4.1), sino también a cada terna objeto-atributo-valor de la base de afirmaciones.?
Algunas de las cuddruplas resultantes podrian ser éstas:

objeto atributo valor certeza
paciente nombre Sisebuto-Goémez 10
organismo-1 forma baston 0’8
organismo-1 identidad estafilococo 02
organismo-1 identidad estreptococo —0'3
organismo-2 forma bastén -1'0

Esto significa que tenemos certeza absoluta de que el nombre del paciente es Sisebuto
Gémez, que hay fuerte evidencia que indica que el organismo-1 tiene forma de bastén, evi-
dencia leve de que es un estafilococo y evidencia leve en contra de que sea un estreptococo;
igualmente, existe certeza de que el organismo-2 no tiene forma de bastén.

4.3 Propagacion de la evidencia en una red de inferencia

Cuando tenemos una regla “Si F entonces H”, la confirmaciéon E conlleva la confirmacién
de H, como vamos a ver en seguida. Cuando hay una red de reglas, la evidencia se propaga
mediante la aplicacién repetida de dos esquemas de simples: combinacién convergente y
combinacién secuencial.

4.3.1 Modus ponens incierto

Supongamos que tenemos una regla “Si F entonces H, con FC(H,FE)” y de algin modo
concluimos E con certeza F'C(E). En este caso, podemos concluir H con una certeza FC(H),
que es funcién de FC(F) y FC(H, E). El mecanismo de inferencia se denomina modus ponens,
y se puede representar asi:

Si E entonces H, con FC(H, E)
E, con FC(E)
H, con FC(H) = fmp(FC(E),FC(H, E))

donde

r-y siz>0
mp(T,y) = 4.18
fma,1) {0 B (1.13)

Es decir, la regla sélo se dispara cuando F'C(FE) > 0.

Por ejemplo, a partir de la regla “Si llueve entonces hace frio, con FC = 06" y la
confirmacién de “Llueve”, con FC(“Llueve”) = 0’8, podemos concluir que FC(“Hace frio”) =
0'48.

4E] hecho de que cada terna de la base de afirmaciones tiene un factor de certeza asociado es un hecho que
muy pocas veces se menciona de forma explicita en los textos que describen el modelo de MYCIN (incluidas
las referencias originales). Nosotros, en cambio, queremos resaltar esta realidad porque, a nuestro juicio, hace
que se entienda mejor el método de inferencia en si y la forma en que fue implementado.
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Observe que fp(1,1) =1, es decir,
[FC(E)=1ANFC(H,E)=1= FC(H)=1 (4.19)

lo cual significa que el modus ponens clédsico (sec. 5.1.1) es un caso particular del modus
ponens de MYCIN.

Ejercicio 4.1 Dibuje la gréfica tridimensional de fy,p(z,y) : [-1,1] x [-1,1] — [-1,1] o, lo
que es lo mismo, la grafica de FC(H) en funcién de FC(E) y FC(H, E). O

En la practica, puede ocurrir que una ligera evidencia a favor de E haga disparar una regla
que, a la larga, apenas va a aumentar la certeza de H. Esto origina dos problemas: el primero
es de eficiencia, pues el sistema “pierde tiempo” en calculos poco significativos, y el segundo,
mas serio, es que, en reglas compuestas, puede llevar al sistema a plantear al usuario preguntas
que a la larga van a resultar irrelevantes, con lo que el usuario desconfiard de la capacidad
del sistema (y en un sistema destinado a la medicina es esencial contar con la confianza del
usuario, es decir, el médico, porque de otro modo rechazard sisteméticamente el consejo que
el sistema le ofrezca). Por estos dos motivos los creadores de MYCIN establecieron un umbral

de 0’2, de modo que
-y six>02
x,y) = 4.20
Fpl,9) {0 I (4:20)

4.3.2 Combinacién de reglas convergentes

Supongamos que tenemos dos reglas, “Si E; entonces H, con FC(H, E1)” y “Si Es entonces
H, con FC(H, Ey)”; es decir, se trata de dos hallazgos distintos, E1 y Es, que apoyan la
misma hipétesis H, tal como indica la figura 4.2. Es lo que se denomina a veces combinacién
de reglas en paralelo, o mas propiamente, combinaciéon de reglas convergentes.

H

o8 FC(H, Es)

Figura 4.2: Combinacién de reglas convergentes.
Si sabemos que F7 y que Es, podemos concluir H con una certeza
FC(H,E1 N E3) = feonv(FC(H, Ey), FC(H, E2)) (4.21)
como si las dos reglas anteriores se combinaran en una sola:

Si E; entonces H, con FC(H, E)
Si By entonces H, con FC(H, E»)
Si E1 A Es entonces H, con FC(H, E1 N Es)

Las propiedades deseables para la combinacién convergente de reglas son las siguientes:
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1. Simétrica:

FC(H,FEy N Ey) = FC(H,Ey N\ Ey) (4.22)

2. Asociativa:
FC(H, E{ A (EQ/\Eg)) :FC(H, (E1 /\Eg)/\Eg) (4.23)

3. Monétona:
FC(H,E;) >0= FC(H,E1 N Ey) > FC(H, E) (4.24)

4. Cancelacion de evidencia contradictorias:

FC(H,Ey) = —FC(H,E;) # 1 = FC(H,E| A E3) =0 (4.25)

5. BEvidencia nula:

FC(H,E,) =0 = FC(H,E, A E;) = FC(H, E,) (4.26)

6. Predominio de la confirmacion total:

FC(H,E)) =1== [FC(H, Ey) # -1 => FC(H,E1 A Ey) = 1] (4.27)

7. Predominio de la negacién total:

FC(H,E)) = -1 => [FC(H,Ey) # 1 = FC(H,E, A Ey) = —1] (4.28)

8. Contradiccion:

[FC(H,Ey) = 1A FC(H, Ey) = —1] = FC(H, Ey A E) no esté definido  (4.29)

Ejercicio 4.2 Trate de explicar intuitivamente cada una de estas propiedades. Por ejemplo,
la primera significa que el orden en que se introduce la evidencia no afecta a la certeza de la
conclusién. O

Funciéon de combinacion original

Inicialmente se utiliz6 la siguiente funciéon de combinacién para MY CIN:

r4+y(l—z) siz>0ey>0
r+y(l+z) siz<0ey<O

. (4.30)
z+y si —1<z-y<0

fconv (mv y) =
no definida siz-y= -1

En esta definicién, el primer caso corresponde a dos hallazgos positivos, es decir, la situacién
en que tanto £ como Es aportan evidencia a favor de H; el segundo caso corresponde a dos
hallazgos negativos, y los casos tercero y cuarto a evidencia contradictoria.

Ejercicio 4.3 Dibuje la grafica tridimensional de feony(x,y) : [-1,1] x [-1,1] — [-1,1] o, lo
que es lo mismo, la grafica de FC(H, Ey A E3) en funcién de FC(H, Ey) y FC(H, E3).
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Ejercicio 4.4 Demuestre que esta funcién cumple las 5 primeras de las ocho propiedades
deseables que acabamos de enunciar, pero no cumple las tres tultimas.O

El hecho de que la funcién de combinacién utilizada originalmente en MY CIN no satisface
el predominio de la confirmacién total (propiedad 6) plantea un problema en la practica, y
es que aunque un hallazgo E7 confirme con certeza absoluta la hipétesis H, es posible que un
hallazgo dudoso E» anule la certeza aportada por Fjy:

Si Ey entonces H, con FC(H,E) =1
Si Ey entonces H, con FC(H, E3) = —0'8
Si E1 A\ Es entonces H,

con FC(H,E; N E) =02

(4.31)

Andlogamente, es posible también que un solo hallazgo negativo anule el efecto de un niimero
cualquiera de hallazgos positivos mucho mas fiables:

Si Fj entonces H, con FC(H, Ey) =099
Si By entonces H, con FC(H, Ey) = 099
Si E3 entonces H, con FC(H, E3) = 0999
Si By entonces H, con FC(H, E4) = —0'8
Si BE1 A Es A B3 A Ey4 entonces H,

con FO(H, Ey A By A Es A Ey) = 0199999

(4.32)

Es decir, a pesar de tener tres reglas que confirman H con casi total seguridad —pues
FC(H,Ey N\ Es A\ E3) = 0/9999999— el factor de certeza resultante es menor que 0’2 (el
umbral senalado en el apartado anterior), de modo que la cuarta regla, a pesar de ser incier-
ta, es capaz de contrarrestar la evidencia aportada por las tres anteriores.

Para resolver este problema, se introdujo una nueva funciéon de combinacién, que es la
siguiente.

Funcion de van Melle

Dado que la funcién de combinacién original f.,,, no cumplia las propiedades deseables, los
disenadores de MYCIN disenaron una nueva, conocida como funcién de combinacién de van
Melle [62]:

x+y(l—1x) sizr>0ey>0

s z+y(l+z) siz<0ey<O0

com;(x7y) = ‘T—’_y si —1l<z-y<0 (433)
1 — min(|z[, [y])

no definida six-y=-1

Se observa que la unica diferencia respecto de f.ony aparece en el tercer caso, es decir, cuando
tenemos un hallazgo a favor de H y otro en contra de H (salvo cuando los dos hallazgos
aportan evidencia absoluta y contradictoria, que es el cuarto caso, en el cual la funcién no
estd definida).

Al aplicar esta nueva funcién a los ejemplos anteriores obtenemos FC(H, E1 A E;) =1 en
vez de 0’2 para el primero y FC(H, E1 A E3 A Es A Eq) = 019999995 en vez de 0199999 para
el segundo, con lo cual se evitan las inconsistencias ocasionadas por feony -
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Ejercicio 4.5 Dibuje la gréfica tridimensional de f¥M (z,4) : [-1,1] x [-1,1] — [-1,1] ¥
compaérela con la de feony(x,y), dada por la ecuacién (4.30).

Ejercicio 4.6 Demuestre que esta funciéon cumple las ocho propiedades deseables enunciadas
anteriormente.

4.3.3 Combinacion secuencial de reglas

Supongamos que tenemos dos reglas tales que el consecuente de una de ellas coincide con el
antecedente de la otra: “Si A entonces B, con FFC(B, A)” y “Si B entonces C, con FC(C, B)”:

FC(B,A) FC(C,B)

A B C

En estas condiciones, si de algin modo llegamos a confirmar A, podemos deducir B, y de

ahi podemos deducir C'; es como si las dos reglas anteriores dieran lugar a una nueva regla
“Si A entonces C, con FC(C, A)”:

Si A entonces B, con F'C(B, A)
Si B entonces C, con FC(C,B)
Si A entonces C, con FC(C, A)

donde

FC(C, A) = = (4.34)

FC(B,A)-F(C,B) si FC(B,A) >0
si FC(B,A) <0

Ejercicio 4.7 Dibuje la grafica tridimensional de FC(C,A) en funcién de FC(B,A) y
FC(C,B). O

Las propiedades de la combinacién secuencial de reglas son las siguientes:

1. Asociativa:
[AN(A— B)AN(B—-C)=ANAN[(A— B)AN (B — ()] (4.35)

(Esta expresién ha de entenderse en el sentido de que el valor de FC(C) ha de ser el
mismo tanto si se calcula primero F'C(B) a partir de la primera regla —mediante la
ec. (4.18)— y luego se aplica la segunda, como si A se aplicara directamente sobre la
regla resultante de unir ambas.)

2. Propagacion con certeza total:

FC(B,A) =1= FC(C, A) = F(C, B) (4.36)

3. Propagacién nula:
FC(B,A)<0= FC(C,A)=0 (4.37)

Ejemplo 4.8 Tenemos el siguiente conjunto de reglas:

Si A entonces C, con FC(C,A) =0'8
Si B entonces C, con FC(C, B) = 0'5
Si C entonces D, con FC(D,C) =07
Si D entonces F, con FC(F,D) =09

Si E entonces F, con FC(E,F) = —(0'3
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(La red de inferencia resultante se muestra en la figura 4.3.) Si conocemos A con una certeza
de 0’9, y B y E con certeza total, jcudl es el factor de certeza resultante para cada una de
las demés proposiciones?

A_ 08
\C 07,
0'9
/
B~ 05 F
E%

Figura 4.3: Pequena red de inferencia.

Solucion. Empezando por la izquierda, la primera regla nos permite asignar a C' un factor
de certeza de FC(C) = FC(C,A)-FC(A) = 0'9-0'8 = 0/72, de acuerdo con la ecuacién (4.18).
La segunda regla conduce a FC(C) = FC(C,B)-FC(B) = 0/5-1 = 0/5. Dado que se trata de
dos reglas convergentes, combinamos ambos factores de certeza mediante la ecuacién (4.30),
con lo que tenemos que FC(C) = 072 + 028 - 0'5 = 0/86.

Aplicando de nuevo el modus ponens, tenemos que FC(D) = FC(D,C) - FC(C) =
0'7-0'86 =0602y FC(F)=FC(F,D)- FC(D) =09-0'602 = 0'5418. Ahora bien, tenemos
por otro lado que FC(F) = FC(F,E) - FC(FE) = (—0'3) - 1 = —0'3. Combinando estos dos
ultimos factores de certeza segun la funcién de van Melle llegamos a
0’5418 — 0'3 _ 0'2418

= = = 0/3454
1 — min(0'5418,0'3) 0’7

FC(F)

Ejemplo 4.9 Mr. Holmes recibe una llamada telefénica de su vecino, el Dr. Watson, quien
le dice que estd oyendo sonar una alarma antirrobo en la casa de Mr. Holmes. Cuando va
a salir corriendo, se acuerda de que el Dr. Watson tiene fama de ser un gran bromista, y
por eso decide llamar primero a su vecina, Mrs. Gibbons, que es bastante mas fiable, y ella
le confirma que estd sonando la alarma. ;Con qué certeza puede creer Mr. Holmes que ha
habido un (intento de) robo en su casa?

Solucion. Este problema se podria plantear mediante las siguientes proposiciones:

e W: El Dr. Watson afirma que ha sonado la alarma

G: Mrs. Gibbons afirma que ha sonado la alarma

e A: Ha sonado (realmente) la alarma

R: Ha habido un intento de robo
y las siguientes reglas:

e Ry: Si W entonces A, FC(A, F) =05

®En este caso da lo mismo aplicar la funcién de combinacién original de MYCIN (ec. (4.30)) que la funcién
de van Melle (ec. (4.33)) porque ambas coinciden cuando los dos argumentos son del mismo signo.
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e Ry: Si G entonces A, FC(A,G) =09

e Rs3: Si A entonces R, FC(R,A) = 099

Sabemos que FC(W) = FC(G) = 1. A partir de ahi, combinando las dos reglas conver-
gentes Ry y Ra, se llega que FFC(A) = 0'9+0'1-0'5 = 0/95; es decir, del testimonio combinado
del Dr. Watson y Mrs. Gibbons obtenemos certeza casi absoluta de que ha sonado la alar-
ma. Finalmente, por la regla R concluimos que FC(R) = 0’95 - 0'99 = 0’9405, con lo que
concluimos con certeza razonable que ha habido un intento de robo. O

4.3.4 Combinacién de evidencia en el antecedente

En los apartados anteriores hemos visto como combinar reglas cuyo antecedente estd for-
mado por una cldusula simple. Sin embargo, los sistemas expertos con frecuencia necesitan
representar reglas como “Si el paciente no es alérgico a la penicilina...”, “Si el organismo es
anaerobio y tiene forma de bastén...”, “Si el organismo es un estreptococo o un estafiloco-
co...”, “Si la temperatura del condensador de vapor es mayor de 90° o la presién es mayor
de 2 atmoésferas...”. La forma en que MYCIN trata este tipo de reglas consiste en tomar el
opuesto del factor de certeza para la negacién, el minimo de los factores de certeza para la

conjuncién y el maximo para la disyuncién:

)

FC(-E) = —FC(E) (4.38)
FC(El A EQ) = HllIl(FC(El), FC(EQ)) (439)
FC(Ey V Bs) = max(FC(Ey), FC(Ex)) (4.40)

Es decir,
Si = F entonces H, con FC =r
E con FC ==z
H, con FC = fpp(—z,7)

Si E1 N\ Es entonces H, con FC =1
FEy,con FC =«

Ey, con FC =y

H, con FC = fyp(min(z,y),r)

Si Eq V Es entonces H, con FC =1
FEq,con FC ==z

FEy, con FC =y

H, con FC = fpp(max(x,y),r)

En caso de expresiones anidadas, se aplican las ecuaciones anteriores sucesivamente. Por
ejemplo,

FC((Ex N By N E3) V (Ey A—Ej5))
=max(FC(Ey A Es N\ E3), FC(E4 N —Es))
=max{min[FC(E}), FC(E2), FC(E3)],min[FC(E,),—FC(Es)}
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4.4 Problemas del modelo de factores de certeza

Aunque MYCIN super6 muy satisfactoriamente la evaluacién, en la cual tuvo que medirse con
los mejores expertos de su especialidad [66], el modelo de factores de certeza seguia teniendo
serios problemas desde el punto de vista matematico. Los méas importantes son éstos:

1. Reglas equivalentes conducen a conclusiones distintas. Las reglas “Si F; enton-
ces H” y “Si Fy entonces H” son equivalentes a “Si F1 o Fy entonces H”. Supongamos
que cada una de las dos primeras reglas tenga un factor de certeza de 0'5; el factor de cer-
teza de la regla combinada debe ser también FC(H, E1V E;) = 05, para que se cumpla
que FC(H, El) = fmp(FC<E1 V Eo, El), FC(H, E1 Vv EQ)) = max(l, 0) x 0’5 = 0'5.
Ahora bien, en caso de que conozcamos con certeza absoluta tanto E; como FEs, la
combinacién de las dos primeras reglas nos dice que FC(H, By A Ey) = fYM(0'5,0'5) =
0’75, mientras que la aplicacién de la regla combinada —equivalente a ellas segin la
légica clasica— nos dice que FC(H, E1 AN E3) = fpp(FC(E1V Eq, Ey NEs), FC(H, E1V
Es)) = max(1,1) x 0'5 = 0'5 # 0'75.

El problema es que no hay ningin criterio para decidir cual de estos dos resultados es
m4s correcto, el 0’75 o el 0’5, porque tan correcto seria utilizar las reglas “Si E1 entonces
H” y “Si E5 entonces H” como su equivalente “Si E1 o E» entonces H”.

2. No considera correlaciones entre proposiciones. Por ejemplo, supongamos que
tenemos dos proposiciones, tales que F'C(“El organismo es un estreptococo”) = 0'8 y
FC(“El organismo es un estafilococo”) = /3. Dado que ambas son incompatibles, de-
berfamos tener que F'C(“El organismo es un estreptococo y un estafilococo”) = 0.
Sin embargo, la ecuacién (4.38) nos dice que F'C(“estreptococo y estafilococo”) =
min(0'8,0'3) = 0’3 # 0.

3. No considera correlaciones entre hallazgos. Por ejemplo, supongamos que tene-

mos las tres reglas siguientes:

Si llueve en Madrid, entonces llueve en toda Espaiia (FC = 0'5)
Si llueve en Leon, entonces llueve en toda Espaiia (FC = 0'5

Si llueve en Barcelona, entonces llueve en toda Espaiia (FC = 0'4

Sabiendo que llueve en estas tres ciudades podemos concluir que F'C(“llueve en toda
Espania”) = 082. En cambio, si tenemos las reglas

Si llueve en Madrid, entonces llueve en toda Espaiia (FC = 0'5)
Si llueve en Méstoles, entonces llueve en toda Espaiia (FC = 0'5)
Si llueve en Getafe, entonces llueve en toda Espaiia (FC = 0'5)
Si llueve en Leganés, entonces llueve en toda Espaiia (FC = 0'5)

y sabemos que llueve en cada una de estas cuatro localidades, podemos concluir que
FC(“llueve en toda Espafia”) = 0'9375, lo cual indica mayor certeza que en el caso
anterior, 0’82, a pesar de que en este segundo caso los cuatro hallazgos estdn fuertemente
correlacionados entre si, por la proximidad geogréfica entre las localidades, y por tanto
la evidencia conjunta no es tan fuerte como en el primer caso, en que la correlacién es
mucho menor.
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4. Incoherencia de los valores calculados. Supongamos que tenemos tres hipdtesis,
H,y, Hy y Hs, y un hallazgo E que aporta evidencia a favor de cada una de ellas. Las
probabilidades y los factores de certeza correspondientes son:

P(H,) =09 P(H|E)=09 FC(Hy,E)=0
P(Hy) =08  P(Hy]E)=09  FC(Hy E)=105
P(H3) =05  P(H3|E)=09  FC(Hs E)=0'8

Es decir, aunque P(H;|E) toma el mismo valor en los tres casos, al disminuir P(H;),
aumenta F'C'(H;, E), lo cual es absurdo, pues si la verosimilitud es la misma en los tres
casos, el F'C deberia ser mayor para la hipétesis mas probable a priori; sin embargo,
aqui ocurre lo contrario.

Por poner otro ejemplo, sean dos hipotesis H; y Ho, y un hallazgo E tales que

P(H,)=08 P(Hi|E)=09 FC(Hi,E)=05
P(Hy)=0'1  P(Hy|E)=07  FC(Hy E)=067

Es decir, en caso de que FC(FE) = 1 podemos concluir que FC(Hsz) = 067 > FC(H,) =
0’5, lo cual indica que tenemos més certeza en Ho que en Hq, a pesar de que H; no sélo
es mucho mas probable a priori, sino también maés verosimil.

5. Falta de sensibilidad. Comparemos estos dos casos:

Si Fh A Es A E3 entonces H, con F'C =1
FEq,con FC' =1

E5, con FC =1

E3, con FC = 0001

H, con FC = 0001

Si Eh A Es A E3 entonces H, con F'C =1
Eq, con FC = 0001
Es, con FIC = 0001
E3, con FC = 0001
H, con FC = 0001

Lo razonable serfa que FC(H) fuera mayor en el primer caso que en el segundo. Esta
falta de sensibilidad se debe al hecho de tomar el minimo de los factores de certeza para
calcular la certeza de la conjuncién (ec. (4.38)).

6. Pseudo-independencia condicional. Si tenemos dos reglas “Si F; entonces H” y
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“Si Fy entonces H” debe cumplirse que®

P(Ey NEs|H)  P(E\|H) P(FE2|H)

P(E\ANE,)  P(E))  P(Ey) 4
P(E\ A Ey|~H) _ P(E\|~H) P(E,|-H) (4.43)
P(Ey1ANEy) — P(Ey) P(E») .

Notese que la independencia condicional exigida por el método probabilista clasico seria
(cf. ec. (2.41))

P(E1 N E3|H) = P(E\|H) - P(E3|H) (4.44)
P(Ey N Eq[=H) = P(E\|[~H) - P(Ey[~H) (4.45)

mientras que, en general, P(Fj A Ey) # P(E1) - P(E2). Estas dos ultimas igualdades
solamente pueden justificarse cuando hay dos mecanismos causales independientes
H— E,yH— Es. Esta es la razén principal por la que el método probabilista clasico
fue tan criticado y una de las razones que llevé a los disenadores de MYCIN a crear un
modelo alternativo.

Ahora bien, como acabamos de ver, para que la combinacién de reglas convergentes en
MYCIN sea valida, deben cumplirse las ecuaciones (4.42) y (4.43), que son muy similares
a la denostada condicién de independencia condicional, pero con el inconveniente de
que no pueden justificarse ni siquiera en el caso de mecanismos causales independientes.
Dicho coloquialmente, “salimos de Guatemala para meternos en Guatepeor”.

4.4.1 Creencia absoluta frente a actualizaciéon de creencia

El punto 4 de los que acabamos de senalar es el que produce los resultados més contrarios al
sentido comun y a la teoria de la probabilidad. La causa de este comportamiento incorrecto es

5La demostracién es la siguiente. De las ecuaciones (4.21) y (4.30) se deduce que

FC(H,E\ A E) = FC(H,E1) + [1 — FC(H, E,)] - FC(H, E,)

lo cual es equivalente a

1 —FC(H,El /\Ez) = [1 —FC(H7E1)] . [1 —FC(H7E2)] (4.41)

Por otro lado, la ecuacién (4.6) nos dice que

P(H,E)— P(H) _ P(-H|E)
1—P(H)  P(—H)

1—-FC(H,E)=1-

y teniendo en cuenta que P(—H|E) - P(E) = P(E,—~H) = P(E|-H) - P(—H), llegamos a

P(E|~H) _ P(-~H|E) _
BB~ P =1- FC(H,E)

lo que sustituido en (4.41) nos dice que

P(El/\E2|ﬁH) P(E1|ﬁH) P(E2|ﬁH)

P(ExANEy)  P(BE1)  P(BE»)

Asi se prueba la ecuacién (4.43).

Esta demostracion sigue siendo valida si sustituimos H por —H, y viceversa, con lo que se demuestra también

la ecuacién (4.42).
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la confusién entre creencia absoluta (“la evidencia F, jcon qué certeza confirma la hipdtesis
H?”) y actualizacién de la creencia (“;cudnto ha aumentado o disminuido la creencia en
la hipétesis H al conocer la evidencia E?7).7

Por un lado, el factor de certeza de cada proposicién fue interpretado como creencia
absoluta, de modo que, si FC(H1) > FC(Hs), se tomaba H; como conclusion, descartando
Hj (cf. sec. 4.2.2). En cambio, los factores de certeza de las reglas fueron definidos —a partir
de la probabilidad— como medida de la actualizacién de creencia (cf. sec. 4.2.2, especialmente,
ec. (4.6)), aunque en la practica no se obtuvieron a partir de probabilidades ni objetivas ni
subjetivas, sino que fueron estimados directamente por los expertos humanos (los médicos)
que participaban en el proyecto. Mas ain, la forma habitual de asignar un factor de certeza
a la regla “Si F entonces H”no consistia en preguntar a los expertos “Dada la evidencia F,
ien qué medida aumenta nuestra creencia en H?” (actualizacién de creencia), sino “Dada la
evidencia E, jcon qué certeza podemos concluir H?” (creencia absoluta). Es decir, el factor
de certeza de cada regla, aunque definido como actualizacién de creencia, fue obtenido como
creencia absoluta.

Esta confusion se ha producido en varios campos. Los filésofos de la ciencia suelen llamar
estudio de la confirmacion a la investigaciéon de problemas relacionados con la creencia (en la
seccién 1.2 hemos hablado de la evolucion del concepto de probabilidad: en algunas épocas,
como la actual, predomina cada vez con mas fuerza la interpretacion subjetivista, mientras que
en otras ha predominado la interpretacién objetiva-frecuentista). El esfuerzo de los filésofos
por describir creencia subjetiva, frecuencias y cambios en la creencia, produjo confusion acerca
de la diferencia entre creencia absoluta y actualizacién en la creencia. Carnap utilizé el
término grado de confirmacion para resaltar la diferencia entre la interpretacion subjetiva y
la interpretacién clésica frecuencial. Pero, en realidad, Carnap y otros emplearon la expresion
grado de confirmacion para referirse a dos conceptos muy diferentes: la probabilidad subjetiva
y la actualizacién de la creencia. Cuando corrigieron este error, era ya demasiado tarde para
evitar la confusion que se habia creado.

Muchas de las paradojas histéricas de teoria de la confirmacion tienen su raiz en la con-
fusién entre estos dos conceptos. Algunas de estas paradojas llevaron a la conclusién de que
la probabilidad era incapaz de abordar los aspectos esenciales de la confirmacién. Carnap,
Barker, Harré y otros, al ver la confirmaciéon como andloga a la probabilidad absoluta, se
explayaron en lo que parecian ser aspectos intrigantes de la relacién entre la confirmacién de
una hipdtesis y la confirmacién de la negacién de la hipdtesis.

Posteriormente, Popper y otros han senalado que la teoria de la probabilidad permite
medidas de actualizacién de la creencia y, por tanto, es un instrumento 1til para el estudio
de la confirmacién. Més tarde, Good demostrd que varias expresiones probabilistas satisfacen
una version ligeramente modificada de los axiomas de Popper para medidas del cambio en la
creencia.

4.4.2 La supuesta modularidad de las reglas

Hemos comentado ya que la ventaja mas pregonada de las reglas es su modularidad, es decir
la capacidad de representar el conocimiento mediante reglas independientes y de propagar la
evidencia mediante computaciones locales (“locales” significa que al encadenar dos reglas no

"Como hemos sefialado ya, en el método probabilista clésico la diferencia estaba clara: P(H|E) era la
credibilidad absoluta mientras que la verosimilitud Ay (E) = P(E|H) era el factor que indicaba la actualizacién
de la creencia, pues P(H|E) = «- P(H) - Au(E).
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debemos preocuparnos ni de las demés reglas contenidas en la base de conocimientos ni de las
demads hipdtesis confirmadas o descartadas hasta ese momento). En otro lugar [14, sec. 2.4.1]
hemos discutido los problemas que esta modularidad origina en cuanto al mantenimiento de la
base de conocimientos, debido a la falta de estructura. Vamos a senalar ahora los problemas
que origina en cuanto al tratamiento de la incertidumbre. (Un tratamiento mds detallado
puede encontrarse en [45, sec. 1.2] y en [41, cap. 4].)

Figura 4.4: Nodo C' con dos causas y un efecto.

Empezaremos con un ejemplo muy sencillo. Supongamos que una alteracién C puede
tener dos causas A y B, y un efecto D, como indica la figura 4.4. Al intentar construir un
sistema basado en reglas que nos permita realizar inferencias sobre este modelo tan simple,
encontramos varias dificultades.

La primera consiste en que las reglas no permiten establecer inferencias bidireccionales.
En efecto, segin este modelo de reglas, la presencia de C' nos hace sospechar la presencia
de A como mecanismo causante. Reciprocamente, si descubrimos A, pensaremos que proba-
blemente ha producido C'. Ahora bien, si incluimos en la base de conocimientos dos reglas,
“A— C”y “C — A”, el aumento de la credibilidad de una de ellas aumenta la credibilidad
de la otra, y viceversa, dando lugar a un ciclo sin fin.

Existen dos formas de intentar solucionarlo. Una de ellas consiste en incluir sélo una de
las dos reglas, con lo cual estamos limitando la capacidad de inferencia de nuestro sistema.
La otra consiste en no actualizar la credibilidad de cada proposiciéon o variable mas que
una sola vez (ésta es la solucién que suelen adoptan las herramientas comerciales para la
construccion de sistemas expertos). El inconveniente de esta segunda opcién es que entonces
las actualizaciones de la credibilidad no se transmiten a las reglas encadenadas. Asi, en nuestro
ejemplo anterior, una vez que la regla “A — C” dispara la regla “C' — D”, la credibilidad de
D no se modificarda aunque B aporte nueva evidencia a favor o en contra de C'. El resultado
es que el orden de llegada de la informacién puede influir en las conclusiones obtenidas.

La segunda dificultad reside en que las reglas no distinguen entre causas y efectos. En el
ejemplo anterior, vemos que tanto A como B como D pueden aportar evidencia a favor de
C, ipero de forma diferente! En efecto, al observar D aumenta la credibilidad de C' y, por
tanto, aumenta la credibilidad de B (y también de A) como causa posible. Supongamos que
luego observamos también A. De nuevo aumenta la credibilidad de C, pero en este caso la
credibilidad de B no aumentard, sino que disminuira, pues A puede explicar la presencia de
C, con lo cual disminuye nuestra sospecha sobre B (este mecanismo se denomina en inglés
explaining away, y es tipico de la puerta OR probabilista). En resumen: un aumento en la
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credibilidad de C' puede conducir a un aumento o a una reduccién de la credibilidad de B,
dependiendo de cual sea el origen de la evidencia. Sin embargo, en un sistema basado en
reglas, “C — B” hara aumentar la credibilidad de B, sea cual sea el origen de la evidencia.

Por supuesto, podemos escribir reglas més sofisticadas, tales como “(C A =A) — B”,
pero entonces el sistema se vuelve mucho mas complejo, pues los casos imaginables son casi
ilimitados, por lo que en la practica esta solucion se hace inviable.

La tercera dificultad estd relacionada con la anterior. Imaginemos que hemos deducido B
a partir de D, pero luego observamos A, con lo cual debe disminuir la credibilidad de B. Sin
embargo, no nos estd permitido incluir la regla “A — =B ni otras similares, pues la presencia
de A por si misma no excluye B: ambas causas pueden estar presentes.

Existe, finalmente, un cuarto problema. Supongamos que tenemos dos informes médicos
(o dos indicios de cualquier clase) que apuntan a un mismo diagnéstico. Ahora bien, si des-
cubrimos que el segundo de ellos se basé en el diagnéstico del primero, la fiabilidad conjunta
de ambos informes es menor que si los dos médicos hubieran llegado a la misma conclusién
independientemente (recuérdese el ejemplo del punto 3 de la seccién 4.4, pag. 90). La incapa-
cidad de tratar fuentes de evidencia correlacionadas es otra de las limitaciones de los sistemas
basados en reglas.

Heckerman y Henrion [28, 29] llegaron a la conclusién de que el origen de los problemas
mencionados consiste en aplicar al razonamiento con incertidumbre un método, el encadena-
miento de reglas, que sdlo es valido en el campo de la légica, donde todas las proposiciones
son ciertas o falsas, pero nunca dudosas. En efecto, en el campo de la légica si existe la
modularidad semdntica, la cual significa que podemos deducir una conclusién a partir de unas
premisas

—independientemente de como fueron deducidas dichas premisas, e

—independientemente de que existan otras proposiciones o reglas.

Estas dos propiedades se denominan desacoplo (detachment) y localidad (locality), respec-
tivamente [45, pag. 5|. Sin embargo, en el razonamiento incierto no se cumplen dichas propie-
dades, tal como hemos discutido en los ejemplos anteriores. De aqui se deduce que solamente
es correcto utilizar reglas en dominios deterministas, pues éstas son incapaces de tra-
tar las correlaciones que surgen a causa de la incertidumbre.

4.4.3 ;Por qué MYCIN funcionaba tan bien?

En vista de las graves incoherencias del modelo de factores de certeza, resulta sorprendente el
gran éxito que alcanzé el sistema experto MYCIN, que en las pruebas de evaluacion realizadas
demostré que sus diagnésticos y recomendaciones terapéuticas eran al menos tan buenos como
los de los mejores expertos de la especialidad [66].

Una de las razones puede ser la poca sensibilidad de los resultados de MYCIN frente a
variaciones numéricas en el factor de certeza; en efecto, Clancey y Cooper [3, pags. 218-219]
demostraron en 1979 que, aunque los factores de certeza en vez de variar entre —1 y 1 sélo
pudieran tomar n+1 valores {0, %, %, ..., 1} (lo que obligaba a redondear todos los FC), el
factor de certeza resultante para las hipdtesis principales solia variar, pero rara vez variaba la
ordenacion entre ellas, de modo que en la mayor parte de los casos el organismo diagnosticado
y la terapia recomendada eran los mismos que cuando los factores de certeza podian tomar
cualquier valor del intervalo [—1,1]. Solamente cuando n < 3 se producia una degradacién
significativa en los resultados, lo cual demuestra la poca sensibilidad ante variaciones en los
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valores de los factores de certeza.

Otra de las razones puede ser que en medicina las hipdtesis suelen tener una prevalencia
pequena (P(H) < 1), de modo que cada hallazgo generalmente produce un importante
incremento relativo en la probabilidad (P(H|E) > P(H|E)) lo cual implica que FC(H, E) ~
P(H|E) (cf. ec. (4.16)), por lo que en realidad muchos de los factores de certeza estimados se
corresponden de cerca con la probabilidad a posteriori; dicho de otro modo, pocas veces se da
la situacién indicada en el punto 4 de la pagina 91, con lo cual se evita una de las principales
fuentes de incoherencia del sistema.

4.5 Bibliografia recomendada

La obra de referencia obligada es el libro de Buchanan y Shortliffe [3], Rule-Based Expert
Systems: The MYCIN Experiments of the Stanford Heuristic Programming Project, en que
se recopilaron, actualizaron y discutieron los articulos méas importantes publicados dentro del
proyecto MYCIN. Este libro, todo un “clasico”, tiene la rara virtud de que, a pesar de lo
mucho que se ha investigado campo de los sistemas expertos desde entonces, sigue conservan-
do préacticamente intacto todo su interés, lo cual demuestra la calidad del trabajo realizado.
Especialmente, en la parte dedicada a los de factores de certeza, ademds de incluir una selec-
cién de articulos revisados, anade un capitulo retrospectivo sobre el modelo y una seleccién
de los mensajes de correo electrénico en que los investigadores discutian la problematica del
modelo. En estos mensajes y en el capitulo 12, de Adams [1], se puede ver cémo los propios
creadores del modelo eran conscientes ya entonces de algunas de las incoherencias que hemos
sefialado en la seccién 4.4.%

El lector interesado puede encontrar mds informacién y numerosas referencias en [45,
sec. 1.2], [41, cap. 4] y [14, sec. 2.4].

8Lo que resulta més curioso es que Buchanan y Shortliffe, insatisfechos con el modelo de factores de certeza,
incluyeron en su libro un capitulo sobre la teorfa de Dempster-Shafer [23], a pesar de no se habia utilizado
en absoluto dentro del proyecto MYCIN; el motivo es que estaban convencidos en aquel momento (1984) de
que esta teoria podia constituir una forma de corregir y salvar el modelo de factores de certeza. De hecho,
cuando David Heckerman inicié el doctorado, su director de tesis, Edward Shortliffe, le indicé que estudiase la
teorfa de Dempster-Shafer con este fin (comunicacién personal de D. Heckerman al autor). Sin embargo, lo que
Heckerman demostro es que es imposible construir un modelo de factores de certeza coherente, salvo para casos
triviales [26], y a partir de ese momento decidié utilizar redes bayesianas en su tesis doctoral [27]. Heckerman
es hoy en dia uno de los cientificos mas destacados de este campo y el director del grupo de investigacién
de Microsoft sobre redes bayesianas aplicadas a la informatica. Shortliffe, por su parte ha dicho en varias
ocasiones (por ejemplo, en [11]) que, si hoy tuviera que construir MYCIN de nuevo, utilizaria redes bayesianas.



Capitulo 5

Logica difusa

A lo largo de este capitulo, la légica de proposiciones (seccion 5.1) nos va a servir de base para
la l6gica de predicados (seccion 5.2), y ésta, a su vez, para la teoria de conjuntos (seccion 5.3).
Esto nos permitird justificar el isomorfismo existente entre la logica y la teoria de conjuntos.
Ademas, vamos a establecer el paralelismo entre la l6gica de proposiciones precisas, predicados
unitarios precisos y conjuntos nitidos, por un lado, y las proposiciones imprecisas, predicados
unitarios imprecisos y conjuntos difusos, por otro. Andlogamente, mostraremos la conexion
entre los predicados n-arios y las relaciones entre conjuntos (seccion 5.4), lo cual nos servird
para justificar los mecanismos de inferencia difusos (seccion 5.4.3).

5.1 Légica de proposiciones

Antes de explicar la légica difusa (en sentido restringido) vamos a empezar repasando la légica
clasica. Suponemos que el lector ya estd familiarizado con ella, y por eso nos vamos a limitar
a una breve presentacion, pues una exposicién detallada requeriria todo un libro.

El punto de partida de la légica proposicional son las proposiciones elementales. Cada
proposicion elemental corresponde a una frase simple del lenguaje natural, como “esta llovien-
do” o “7 es impar”. A partir de las proposiciones elementales se pueden formar proposiciones
compuestas mediante la aplicacion de conectivas, que suelen ser cinco: una conectiva unitaria
—Ila negacién (—)— y cuatro conectivas binarias: la conjuncién (A), la disyuncién (V), la
implicacién (—) y la doble implicacién («+). Por ejemplo, si p representa la proposicién “7
es impar” y ¢ representa “7 es menor que 4”7, la proposicién —p significa “7 no es impar”,
p A q significa “7 es impar y menor que 4”7, pV ¢ significa “7 es impar o menor que 4”7, p — ¢
significa “7 es impar implica que es menor que 4” y p < ¢ significa “7 es impar si y sélo si
es menor que 47.1

! Conviene sefialar, sin embargo, que la implicacién matemética (representada por “—”) no siempre coincide
con la implicacién que nosotros entendemos habitualmente, y que en este texto estamos representando mediante
“—"_. Por ejemplo, la proposicién “(7 < 3) — (22 = 4)” se considera cierta en la légica matematica, como
veremos en seguida, mientras que la afirmacién supuestamente equivalente “(7 < 3) implica que (2% = 4)” es
absurda. El andlisis de esta cuestién es sumamente complejo, hasta el punto de que dio lugar a una nueva
rama de la légica, la ldgica modal, con el fin de representar adecuadamente la implicacién; de hecho, no hay
una tunica légica modal, sino distintas variantes, lo cual indica que ninguna de ellas ha conseguido dar una
soluciéon completamente satisfactoria al problema.

Nosotros, en este texto, cuando escribimos la implicacién natural (p = ¢) estamos indicando dos cosas: (1)
que tanto p como ¢ son contingentes, es decir, son ciertas en unos casos y falsas en otros, y (2) que siempre
que p es cierta, ¢ también lo es; més adelante, al introducir las proposiciones imprecisas, el significado exacto

97
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A cada una de las proposiciones elementales p se le asigna un valor de verdad v(p) dado
por una funcién de verdad v. En la légica clasica,

v(p) € {0,1} (5.1)
de modo que v(p) = 1 significa que p es verdadera y v(p) = 0 que es falsa.
En las l6gicas n-valuadas,

v(p) €V :{o,ni 2 ... nz2 1} (5.2)

1’'n-1’ n—1’

En la légica difusa,
v(p) € [0,1] (5.3)
En cualquier caso, los valores de verdad estan siempre entre 0 y 1.

Dado que cuando p es verdadera, v(p) = 1, afirmar p es lo mismo que decir que

o(p) = 132

p = v(p) = 1 (5.4)
Por el contrario, cuando p es falsa, v(p)=0. Por ejemplo, v(“7 es impar”)=1, v(“7 es menor que
47)=0. Los valores de v(p) més préximos a 1 indican que la proposicién p es més verdadera,
y viceversa. Por ejemplo, v(“una persona que mide 1’80 es alta”) > v(“una persona que mide
175 es alta”).

Por tanto, cada funcién v representa nuestro estado de conocimiento acerca del mundo.
Es posible que dos personas distintas tengan creencias diferentes, o que las creencias de una
persona varien con el tiempo, o que se pueda razonar sobre mundos hipotéticos, y por ello
puede haber distintas funciones de verdad v. Por ejemplo, es posible tener dos v’s diferentes
tales que vy (“Pedro es hermano de Luis”)=1 y vy(“Pedro es hermano de Luis”)=0.

Dada una funcién de verdad v, una proposicién p se denomina precisa cuando v(p) €
{0, 1}; se denomina imprecisa (en sentido amplio) cuando v(p) € [0, 1] e imprecisa (en sentido
estricto) cuando v(p) € (0,1). Més adelante veremos que proposiciones como “Juan es alto”
o “la sopa esta caliente” son imprecisas, porque generalmente no son ni totalmente ciertas ni
totalmente falsas.

Hay dos proposiciones especiales: la proposicion segura, que se representa mediante 1,
siempre es verdadera (en todos los mundos posibles); es decir, Vv, v(1) = 1; del mismo modo,
la proposicion imposible, que se representa mediante 0, siempre es falsa: Vv, v(0) = 0. Ambas
son proposiciones precisas.

El valor de verdad de una proposicién compuesta se obtiene a partir de los valores de
verdad de las proposiciones que la componen y de las funciones que definen las conectivas
que las unen, tal como indican las siguientes ecuaciones:

v(=p) = f-(v(p)) (5.5)
v(p Aq) = fa(v(p),v(q)) (5.6)
v(pV q) = fu(v(p),v(q)) (5.7)
v(p — q) = f~(v(p),v(q)) (5.8)
v(p < q) = f(v(p),v(q)) (5.9)

de p = q es que siempre que v(p) = 1 entonces también v(q) = 1.

Algo semejante podemos decir de la diferencia entre la doble-implicacién matemdtica (<) y la equivalencia
légica («<—=).

2Conviene tener esto muy presente a lo largo de todo el capitulo para entender correctamente muchas de
las proposiciones que vamos a enunciar.
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Distintas elecciones de estas funciones f dan lugar a diferentes légicas (por ejemplo, la logica
de Lukasiewicz se basa en unas funciones distintas a las de la 1égica de Kleene, como veremos
mas adelante).

Equivalencia entre proposiciones

Dos proposiciones p y q son equivalentes cuando toman el mismo valor de verdad cualquiera
que sea la asignacion de valores de verdad para las proposiciones elementales

p=q <= Vv, v(p) =v(q) (5.10)

[El primer ejemplo de equivalencia que vamos a encontrar es la propiedad de involucién de la
légica clasica, “——p = p”, pues v(——p) = v(p) tanto si v(p) = 0 como si v(p) = 1.]

Naturalmente, para que dos proposiciones p y ¢ distintas sean equivalentes al menos una
de ellas ha de ser compuesta, pues si las dos fueran elementales podriamos escoger una funcién
v tal que v(p) =1y v(q) =0, de modo que ya no serfan equivalentes.

También debemos senialar que es posible que dos proposiciones (compuestas) sean equiva-
lentes en una légica y no equivalentes en otra. [Por ejemplo, la equivalencia p — ¢ = —(pA—q)
es cierta en la logica clasica y en la de Kleene, pero no en la de Lukasiewicz.]

Las proposiciones que son equivalentes a 1, es decir, aquéllas cuyo valor de verdad siempre
es 1, se denominan tautologias. [En seguida veremos que “p V —p” es una tautologia en la
légica clasica, porque v(p V —p) = 1 tanto si v(p) = 1 como si v(p) = 0.] En cambio, las
que son equivalentes a la proposicién 0, es decir, aquéllas cuyo valor de verdad siempre es 0,
se denominan contradicciones. [En seguida veremos que “p A —p” es una contradiccién en la
légica clasica, porque v(p A —p) = 0 tanto si v(p) = 1 como si v(p) = 0.] Naturalmente, aparte
de 1 y 0, sélo las proposiciones compuestas pueden ser tautologias o contradicciones, pues a
las proposiciones elementales siempre se les puede asignar tanto el valor de verdad 0 como 1.

Las propiedades basicas de la equivalencia de proposiciones vienen dadas por la tabla 5.1.

Reflexiva p=p
Simétrica P=Eq=q=p
Transitiva | (p=gAq=r)=p=r

Tabla 5.1: Propiedades de la equivalencia de proposiciones.

Por cierto, nétese que “p = ¢” es una proposicién precisa, pues siempre es cierta o falsa,
vy no admite grados de verdad intermedios.

Tipos de implicacién y doble-implicacién

Antes de estudiar distintos modelos légicos, vamos a introducir los distintos tipos de im-
plicacién y doble-implicacién que aparecen en la tabla 5.2, la cual ha de leerse asi: una
implicacién rigurosa es aquélla que cumple que p — q <= —p V ¢ 0, lo que es lo mismo,?
f=(a,b) =1<=a=0Vb=1,y asi sucesivamente.

3Insistimos en que, aunque “p — ¢” es generalmente una proposicién imprecisa, la equivalencia “<=" se
aplica s6lamente entre proposiciones totalmente ciertas; es decir, la afirmacién p — ¢ <= —p V ¢ significa que
v(p—q)=1siysélosiv(-pVgq) =1.
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p—q<— DpVgq
fo(a,b)=1<=a=0Vb=1
p— q+=v(p) <v(g)
fo(a,b)=1<=a<b
pe g [pAgVI[pAq
fo(la,b)=1<=Ja=b=1Va=0b=0]
p < q < [v(p) =v(q)]
fola,b)=1<=a=0>

Implicacion rigurosa

Implicacion amplia

Doble-implicacién rigurosa

Doble-implicaciéon amplia

Tabla 5.2: Tipos de implicaciéon y doble implicacion.

Se demuestra facilmente que cuando los tnicos valores de verdad posibles son 0 y 1,
una implicacién [doble-implicacién] es rigurosa si y sélo si es implicacién [doble-implicacion]
amplia; en cambio, cuando se admiten valores de verdad distintos de 0 y 1, una implicacién
amplia [doble-implicacién] no puede ser rigurosa, y viceversa. [Mdas adelante veremos que la
implicacién de Lukasiewicz es amplia, mientras que la de Kleene es rigurosa.] Naturalmente,
es posible en principio que una implicacién o doble-implicacién no sea ni amplia ni rigurosa.

En caso de una implicacién rigurosa,

f-(a,b)=1=a=0Vb=1
y tanto si @ = 0 como si b = 1 se cumple que a < b; en consecuencia, la propiedad
fo(a,b)=1=0a<b (5.11)

se cumple tanto para las implicaciones rigurosas como para las implicaciones amplias. Del
mismo modo, puede demostrarse que la propiedad

fola,b)=1=a=Db (5.12)
se cumple tanto para las dobles-implicaciones amplias como para las rigurosas.

Tras haber introducido los conceptos bésicos, vamos a estudiar a continuacién algunas
de las légicas mas conocidas: la légica clasica, las 16gicas multivaluadas de Lukasiewicz y de
Kleene, y la logica difusa.

5.1.1 Légica clasica

Las funciones que definen la 16gica cldsica son las que aparecen en la tabla 5.3. (Para en-
tender mejor su significado, le recomendamos que vuelva a mirar las ecuaciones (5.5) a (5.9).)

La tabla 5.4 muestra las principales propiedades que cumplen estas conectivas asi defi-
nidas.* Conviene sefialar que en estas tablas p, ¢ y r representan proposiciones genéricas,
es decir, pueden ser proposiciones simples o compuestas, y las propiedades se cumplen pa-
ra toda p, para toda ¢ y para toda r. Por ejemplo, la 1* ley de Morgan debe leerse asi:
“Vp, Vg, ~(p AN q) = -pV —q".

4La propiedad del tercio excluso recibe este nombre porque afirma que “o p o —p, y no existe una tercera
posibilidad”. La denominacién de monotonia quedara clara més adelante.
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o 16 /%) [ fS0@b) | £9(a,b) | fS(ab) | fo(a,b)
1|1 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
011 1 0 1 1 0
00 1 0 0 1 1

Tabla 5.3: Valores de verdad para las funciones que definen las conectivas clésicas.

Observe que todas las propiedades, excepto las de monotonia, son de la forma p; = po, lo
cual, segtin la definicién de equivalencia entre proposiciones, significa que Yv, v(p1) = v(p2).
Siguiendo con el ejemplo anterior, la 1* ley de Morgan significa: “Yv, Vp, Vg, v(=(p A q)) =
v(—p V —q)”; es decir, para toda asignacién de valores de verdad, v, y para todo par de
proposiciones, p y ¢, la funcién v asigna los mismos valores de verdad a la proposicién =(pAq)
y a la proposicién —p V —q.

La forma de demostrar esta propiedad es la siguiente: el valor de verdad de =(p A q) y de
—pV —q depende sélo de los valores de verdad v(p) y v(q); como sélo hay cuatro formas posibles
en que v puede asignar estos valores —correspondientes a las cuatro filas de la tabla 5.5—,
basta comprobar que las columnas v(=(p A ¢)) vy v(—p V —q) de esta tabla coinciden. Del
mismo modo se interpretan y demuestran las demés propiedades.

En la tabla 5.4 que estamos comentando aparecen dos versiones de cada propiedad de
monotonia. Cuando la implicacién es una implicacién amplia (vea la tabla 5.14), como ocurre
en la légica clasica, la monotonia-p y la monotonia-v son equivalentes. Sin embargo, esta
dltima tiene la ventaja de que no depende de ninguna implicacién particular, por lo que nos
serd mas ttil a la hora de definir la monotonia de la negacién, la conjuncién y la disyuncién
en logica difusa (sec. 5.1.3). En cambio, las propiedades de monotonia-p tienen la ventaja de
que no hacen referencia explicita a la asignacién de valores de verdad a las proposiciones, y
por eso se pueden generalizar para predicados precisos —como veremos en la secciéon 5.2.1
(pag. 124)— y para conjuntos nitidos (tabla 5.19, pag. 140).

El hecho de que la légica proposicional cumple las propiedades descritas por la tabla 5.4
nos permite afirmar que es un dlgebra de Boole. (En realidad, las propiedades de monotonia
no forman parte de la definiciéon de algebra de Boole, pero nos interesa incluirlas en la misma
tabla.) Mads adelante veremos que la teoria de conjuntos clasica, con las propiedades del
complementario, unién e interseccién, cumple también estas propiedades, por lo que constituye
igualmente un algebra de Boole.

Observe que, segin la tabla 5.3, si sabemos que p — ¢, es decir, si sabemos que
v(p — q)=1, hay tres posibilidades:

v(p) =0, v(g) =0
v(p) =0, v(g) =1 (5.13)
v(p) =1, v(g) =1

y se excluye la posibilidad de que {v(p) = 1, v(q) = 0}. A partir de esta observacién se
comprueba inmediatamente que la funcién de implicacién de la légica clasica, f<, es tanto una
implicacién rigurosa como una implicacién amplia, y se demuestran facilmente las propiedades
que aparecen en la tabla 5.6.

También se demuestra a partir de la tabla 5.3 que si p < ¢ entonces v(p) = v(q), lo que
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Negacién de 1 -1=0
Negaciéon de 0 -0=1
Negacién Involucién P =p
Monotonia-p p— q=— —q — TP
Monotonia-v v(p) < wv(q) = v(—p) > v(—q)
Conmutativa PAG=qADp
Asociativa pA(GgAT)=(PAg AT
Elemento neutro pAL=p
o Elemento absorbente pAO=0
Conjuncién ]
Idempotencia PADP=Dp
Ley de contradiccion pA-p=0
Monotonia-p p—=q= (pAr)— (qAr)
Monotonia-v v(p) <wv(q) = v(ipAr) <vigAT)
Conmutativa pVqg=qVp
Asociativa pVgVvr)=(pVqVr
Elemento neutro pVO=p
. . Elemento absorbente pV1i=1
Disyuncién .
Idempotencia pVDP=Dp
Tercio excluso pV-p=1
Monotonia-p p—q= (pVr)—(qVr)
Monotonia-v v(p) <wv(q) = v(pVr)<wvigVr)
Distributiva de la conjuncién pA(@gVr)=((@EAq)V(pAT)
Distributiva de la disyuncién pVgAT)=(pVaq) AN(pVrT)
Propiedades | 1? ley de Morgan —(pAqg)=-pVq
combinadas | 2% ley de Morgan =(pVq) =-pA—q

Absorcién de la conjuncién

Absorcion de la disyuncion

pV(pAQ =p
pA(pVaq) =p

Tabla 5.4: Propiedades de la légica clasica.
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v(p) | v(g) | v(pAgq) | v(=(pAq)) | v(=p) | v(=g) | v(=pV ~q)

1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 0 1

0 0 0 1 1 1 1

Tabla 5.5: Demostracion de la 1? ley de Morgan.
Neutralidad de la verdad 1—-p=p
Predominio de la falsedad 0—-p=1
Identidad p—p=1
Intercambio p—(@—r)=q— (p—r)
Implicaciéon | Contraposicién p—q=—qg— —p

Monotonia-p en el 1¥ argumento p—q=(q—r)—(p—r)
Monotonia-p en el 2° argumento p—q= (r—p) — (r—gq)
Monotonia-v en el 1¢" argumento | v(p) < v(q) = v(p — 1) >v(q¢ — )
Monotonia-v en el 2° argumento | v(p) < v(q) = v(r — p) < v(r — q)

Tabla 5.6: Propiedades de la implicacién de proposiciones clasica.

demuestra que la logica clasica se basa en una doble-implicaciéon amplia; de hecho, cuando
p < ¢ sOlo hay dos posibilidades:
0, =0
v(p) =1, v(q) =1

por lo que es también una doble-implicacién rigurosa.

Modus ponens y modus tollens en la légica clasica

De la tabla 5.3 se deduce que, cuando v(p)=1, la unica posibilidad de que v(p — ¢)=1 es
que v(g)=1. Por tanto, cuando sabemos que p — ¢ y p son ciertas podemos deducir que ¢
también es cierta:

(p—q)Ap=¢q (5.15)

Este silogismo se denomina modus ponens, y se suele representar asi:

p—q
p
q

Del mismo modo se comprueba que cuando v(¢)=0, la inica posibilidad de que v(p — ¢)=1
es que v(p)=0. Por tanto, cuando sabemos que p — q es cierta y ¢ es falsa podemos deducir
que p también es falsa:

(p—q@ N-qg= —p (5.16)

Este silogismo se denomina modus tollens, y se suele representar asi:
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pP—q
.
—p

Mais adelante veremos cémo se puede generalizar en el caso de las l6gicas multivaluadas,
de modo que, cuando v(p — ¢) =~ 1, se cumple que si v(p) ~ 1 entonces v(q) ~ 1 (modus
ponens aproximado) y si v(g) =~ 0 entonces v(p) ~ 0 (modus tollens aproximado).

5.1.2 Loégicas multivaluadas

Desde hace muchos siglos, varios filésofos han senialado que el hecho de tener que considerar
toda proposicién como verdadera o falsa es una limitacién de la logica clasica, puesto que
hay afirmaciones indeterminadas. Para el propio Aristételes, las proposiciones referidas al
futuro no son verdaderas ni falsas, sino que pueden acabar siendo tanto lo uno como lo otro.
También en la interpretacién de Copenhage de la mecéanica cudntica es posible que alguna
proposicién, tal como “el espin de cierto electréon es —%”, no sea ni verdadera ni falsa, sino
indeterminada, hasta que se haga un experimento para medirlo.

Por ello, teniendo en cuenta que en la légica matemaética clasica el valor de verdad de cada
proposicion es siempre 0 o 1, parece razonable asignar a las proposiciones indeterminadas
valores intermedios. Asi surgieron las l6gicas trivaluadas (en las que el valor de verdad de
una proposicién indeterminada es %), que en seguida fueron generalizadas para dar lugar a
las 16gicas n-valuadas. Hemos dicho “légicas trivaluadas”, en plural, porque existen varias; a
continuacién vamos a estudiar dos de las mas conocidas: la de Lukasiewicz y la de Kleene.

Loégica multivaluada de Lukasiewicz

La logica trivaluada de Lukasiewicz viene dada por las funciones que se definen en la tabla 5.7.
Observe que se trata de una extensién de la légica clasica (bivaluada), en el sentido de que
cuando los valores de verdad son 0 y 1, los valores de cada f son los mismos que en la légica
cléasica; esto se puede comprobar comparando la tabla 5.7 con la 5.3.

a|b| fLa) | fE@a,b) | fE(a,b) | fE(a,b) | fL(a,b)
11 o 1 1 1 1
1 1 1 1
Lig] O 2 1 2 2
1o o 0 1 0 0
1 1 1 1
211 3 2 1 1 2
1 1 1 1 1
23| 3 2 2 1 1
1 1 1 1 1
2 (0] 3 0 2 2 2
ol1] 1 0 1 1 0
1 1 1
04| 1 0 ! 1 !
010 1 0 0 1 1

Tabla 5.7: Funciones para la légica trivaluada de Lukasiewicz.

Del mismo modo, una ldgica n-valuada de Eukasiewicz es aquélla en que v(p) € V,
(ec. (5.2)) y las funciones que definen las conectivas son las siguientes:
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“(a)=1-a
L(a,b) = min(a, b) (5.17)
L(a,b) = max(a, b) (5.18)
L (a,b) = min(1,1 — a + b) (5.19)
=1—max(0,a —b) (5.20)
:{i—(a—b) ZZiZ (5:21)
fE(a,b) =1—|a -0 (5.22)

(Hemos expresado f% de tres formas equivalentes con el fin de poder utilizar en cada caso la
que m4s nos convenga).

Observe que esta definicién funcional evita tener que construir una tabla diferente para
cada n. Observe también que cuando n=2, tenemos la légica clasica, mientras que cuando
n=3 tenemos la logica trivaluada definida por la tabla 5.7.

Se puede demostrar también que la légica multivaluada de Lukasiewicz cumple todas
las propiedades de la légica clasica que aparecen en la tabla 5.4, excepto la ley de
contradiccion y el tercio excluso. En efecto, estas dos propiedades s6lo se cumplen si los
valores de verdad son 0 o 1, pues si 0 < v(p) < 1, entonces v(pA—p) = max(v(p), 1 —v(p)) >0
y v(pV —p) <1, de modo que ni pA—p=0nipV-p=1.

Se comprueba ademaés facilmente que la légica de Lukasiewicz utiliza una implicacién
amplia y una doble-implicacién amplia.

Modus ponens y modus tollens en la l6gica de Lukasiewicz

De la ecuacién (5.21) se deduce que
v(p —q) = 1= v(q) = v(p) (5.23)

En particular, cuando v(p — ¢q) = 1, si v(p) = 1 entonces v(q) = 1 (modus ponens clésico) y
si v(q) = 0 entonces v(p) = 0 (modus tollens clésico).
También de la ecuacién (5.21) se deduce que

v(p—q) <l=v(p—q =1-(v(p) —v(q))
= v(q) =v(p) —[1—vlp = @] =v(p—q) —[1 —v(p)] (5.24)
lo cual nos dice que si v(p — ¢) = 1y v(p) = 1 entonces v(q) ~ 1 (modus ponens aproximado),
aunque cuanta menos certeza tengamos sobre p — ¢ y p, menos certeza tendremos sobre q.
Por ejemplo, si v(p — q) = 0'95 y v(p) = 0’8 entonces v(q) = 0'75.
Uniendo las ecuaciones (5.23) y (5.24) podemos concluir que

v(g) >v(p) —[1—v(p—q)] =v(p) +vlp—q) —1 (5.25)

®Se da, sin embargo, la siguiente paradoja; supongamos que v(p) = 0'001; si v(p — q) = 1 entonces no hay
ninguna restriccién para v(q); en cambio, si v(p — ¢q) = 0'999 entonces v(g) = 0. Es decir, que una disminucién
(aunque sea insignificante) en nuestra certeza sobre p — ¢ nos lleva de no saber nada sobre g a descartar ¢ con
toda certeza. A nuestro juicio no hay ninguna razén de sentido comiin que justifique este comportamiento.
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También tenemos que
v(p—q) <1=v(p) =v(g) +[1 —v(p — q)] (5.26)

lo cual nos dice que si v(p — q) =~ 1y v(q) =~ 0 entonces v(p) ~ 0 (modus tollens aproximado).
Por ejemplo, si v(p — q) = 0'95 y v(q) = 0’1 entonces v(p) = 0'15.

Logica multivaluada de Kleene

La légica trivaluada de Kleene viene dada por las funciones de la tabla 5.8. Observe que
es casi idéntica a la de Lukasiewicz, pues sélo difiere de ella en los valores de f_, (%, %) y

fo (%, %) También ésta es una generalizacion de la légica clasica, como se puede comprobar

comparando la tabla 5.8 con la 5.3.
a|b| fXa) | fXa,b) | fF(a,b) | fE(a,b) | fE(a,b)
1|1 0 1 1 1 1
1 1 1 1
Lig] O 3 1 2 3
110 0 0 1 0 0
I I U I
111 1 1 1 1 1
2|2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
210 2 0 2 2 3
011 1 0 1 1 0
03| 1 0 3 1 3
0|0 1 0 0 1 1

Tabla 5.8: Funciones para la légica trivaluada de Kleene.

Del mismo modo, una ldgica n-valuada de Kleene es aquélla en que v(p) € V,, (ec. (5.2))
v las funciones que definen las conectivas son las siguientes:

ffa)=1-a (5.27)
f%(a,b) = min(a, b) (5.28)
fX(a,b) = max(a, b) (5.29)
X (a,b) = max(1 — a,b) (5.30)
FE( (5.31)

a,b) = min(max(1 — a,b), max(1 — b, a))

a,

Es decir, coincide con la de Lukasiewicz en la definicién de la negacién, la conjuncién y la
disyuncién, pero difiere en la implicacién y la doble implicacién.

Como en el caso anterior, cuando n=2, tenemos la logica clasica, mientras que cuando
n=3 tenemos la légica trivaluada de Kleene (tabla 5.8).

Se puede demostrar también que la légica multivaluada de Kleene cumple todas las
propiedades de la légica clasica que aparecen en la tabla 5.4, excepto la ley de con-
tradiccidn y el tercio excluso, puessi 0 < v(p) < 1, entonces v(pA—p) > 0y v(pV-p) < 1.

5Tenemos de nuevo una paradoja andloga a la anterior. Supongamos que v(q) = 0'999; si v(p — q) = 1
entonces v(p) puede tomar cualquier valor entre 0 y 0°999; en cambio, si v(p — ¢) = 0'999 entonces v(p) = 1.
Es decir, una disminucién (aunque sea insignificante) en nuestra certeza sobre p — ¢ nos lleva de no saber
practicamente nada sobre p a confirmar p con toda certeza.
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Se comprueba ademaés que la l6gica de Kleene utiliza una implicacién rigurosa y una doble-
implicacién rigurosa, en contraste con la de Lukasiewicz, que se basa en una implicaciéon amplia
y una doble-implicacién amplia.

Modus ponens y modus tollens para la lé6gica de Kleene

De la ecuacién (5.30) se deduce que

v(p — q) = max(1l —v(p),v(q)) > 1 —v(p)

y por tanto
v(p—q) +v(p) > 1

Se puede deducir también que

v(p—q)+vp)=1l+=v(p—q) =1-v(p) = v(g) <1-uv(p) (5.32)
v(p—q)+v(p)>1=v(p—q >1-vp) =vlp—q =v(g=1-vp) (533

Esta tltima expresién nos dice que si v(p — q) =1 y v(p) = 1 entonces v(q) =v(p — q) =1
(modus ponens cldsico) y si v(p — ¢q) = 1y v(p) ~ 1 entonces v(q) = v(p — ¢) ~ 1 (modus
ponens aproximado); por ejemplo, si v(p — q) = 095 y v(p) = 0’8 entonces v(q) = 0'95.”

De la ecuacién (5.30) se deduce también que

v(p — ¢q) >v(g) = v(p—q)=1-v(p)

Por tanto, si v(p — q) = 1 y v(q) = 0 entonces v(p) =1 —v(p — ¢) = 0 (modus tollens
clésico) y si v(p — ¢q) = 1 y v(¢g) =~ 0 entonces v(p) = 1 —v(p — ¢q) = 0 (modus tollens
aproximado); por ejemplo, si v(p — q) = 0'95 y v(q) = 0 entonces v(p) = 0/05.%

Otras logicas multivaluadas

Existen otras logicas trivaluadas, tales como la de Bochvar, la de Heyting, la de Reichenbach. ..
(cf. [35, sec. 8.2]), algunas de las cuales ni siquiera utilizan las funciones minimo y méximo
para la conjuncién y la disyuncién. Dado el caracter introductorio de este texto, no las vamos
a tratar aqui; nos limitamos a senalar que todas ellas son extensiones de la légica clasica
(bivaluada), en el sentido de que cuando los valores de verdad son 0 y 1, los valores de cada
f son los mismos que en la logica clésica.

"De nuevo tenemos paradojas andlogas a las que se daban para la implicacién de Lukasiewicz. En efecto,
supongamos que v(p — ¢) = 1; si v(p) = 0 entonces v(q) puede tomar cualquier valor, mientras que si
v(p) = 0’001 entonces v(q) = v(p — q) = 1. Es decir, el hecho de saber que p no es totalmente falso (aunque el
valor de v(p) pueda ser tan préximo a 0 como queramos) nos lleva a confirmar g con certeza total. Tampoco
en este caso hay, a nuestro juicio, ninguna razén de sentido comin que justifique este comportamiento.

8En este caso la paradoja es la siguiente: supongamos que v(p — q) = 1; si v(¢) = 1 entonces v(p) puede
tomar cualquier valor, porque max(1 — v(p),v(q)) va a ser siempre 1; en cambio, si v(q) = 0'999 entonces v(p)
tiene que ser 0 para max(1 —v(p),v(q)) = 1. Es decir, el hecho de saber que ¢ no es totalmente cierto (aunque
el valor de v(q) pueda ser tan préximo a 1 como queramos) nos lleva a descartar p con certeza total.
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5.1.3 Loégica difusa

Acabamos de estudiar las légicas n-valuadas, que son aquéllas que toman valores de verdad
en V, (ec. (5.2)). En la de Lukasiewicz y en la de Kleene, las funciones f estdn definidas a
partir de la suma, la resta, el maximo, el minimo y el valor absoluto, lo cual garantiza que si a
y b pertenecen a V,, también f-(a), fr(a,b), fv(a,b), f—(a,b)y fo(a,b) pertenecen. Observe
que en una légica n-valuada no se podria tener, por ejemplo, una funcién de conjuncién como
fala,b) = a- b, pues ello implicarfa que fa(i,1) = 15 ¢ V. Esta es una de las razones
por las que en la légica difusa se permite que v(p) tome cualquier valor del intervalo [0, 1]
(ec. (5.3)), con lo cual existe mayor libertad a la hora de definir las funciones légicas. En este
sentido, la légica difusa es una generalizacion de las légicas n-valuadas, del mismo modo que
éstas generalizaban la légica clasica.

Naturalmente, las 16gicas n-valuadas que hemos estudiado en la seccién anterior no exigen
que los valores de verdad sean numeros racionales ni que el conjunto de valores sea finito;
de hecho, basta que el valor de verdad asignado a las proposiciones elementales pertenezca
al intervalo [0,1] para que los valores de verdad de las proposiciones compuestas pertenezcan
también al intervalo [0,1]. En consecuencia, tanto la 16gica de Lukasiewicz como la de Kleene
son casos particulares de la logica difusa, pero pueden existir otras muchas, vamos a estudiar
a continuacion las propiedades que han de cumplir cada una de ellas.

Una de las condiciones fundamentales, denominada limite cldsico, es que toda logica difusa
ha de ser una extension de la légica clésica, en el sentido de que cuando los valores de verdad
de dos proposiciones esta en {0, 1}, los valores de verdad de las proposiciones resultantes al
aplicar las conectivas sean los mismos que en la logica clasica. Por ejemplo, la propiedad
del tercio excluso (p V —p = 1) de la légica clasica es equivalente a decir que £7(0,1) = 1;
por tanto, toda légica difusa debe cumplir que f,(0,1) = £7(0,1) = 1, aunque en general
fu(a,b) # 1 cuando a o b sean distintos de 0 y 1.

Ademds de mantener el limite clasico, vamos a examinar qué otras propiedades de la logica
clasica es posible y conveniente mantener en la légica difusa; para ello, vamos a estudiar las
condiciones que deben cumplir las funciones f, pues cada una de las propiedades expresadas
en la tabla 5.4 se traduce en una propiedad que deben cumplir las f’s.

Funciones de negacién

Las propiedades deseables para una funcién de negacién en légica difusa aparecen en la
tabla 5.9, y proceden de las propiedades de la ldgica clésica (tabla 5.4).

Limite clasico | f-(1) =0, f~(0) =1
Negacion | Involucién f-(f-(a)) =a
Monotonfa-v | a < b= f(a) > f-(b)

Tabla 5.9: Propiedades definitorias de la funcién negacion.

Otra propiedad deseable de f- es la continuidad, pues no es razonable que un cambio
infinitesimal en a produzca un cambio brusco en f-(a); por tanto,

lim f-(a+ ) = f-(a)

Sin embargo, a diferencia de lo que hacen otros textos sobre légica difusa, no consideramos ne-
cesario incluir la continuidad entre las propiedades axiomaticas de f-, pues viene garantizada
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por la siguiente proposicién:

Proposicion 5.1 Toda funcién de negacién f- es estrictamente decreciente, invertible,
simétrica (respecto del eje x = y) y continua.

Demostracion. Dado que es decreciente por definicién (cf. tabla 5.9), basta tener en cuenta
que

f-(a) = f-(0) = f=(f~(a)) = f-(f~ (b)) = a = b

para demostrar que es estrictamente decreciente:
a<b= f.(a) > f-(b)

La funcién inversa es ella misma: f5!' = f-, pues f1(f-(a)) = f-(f-(a)) = a. Por otro
lado, de la propiedad de involucién se deduce que f-(z) =y = f-(y) = x, lo que prueba la
simetria.

Intuitivamente vemos que f-, ha de ser continua, porque es una funcién decreciente y
si tuviera un escalén entonces existiria un y que no seria imagen de ningin z, lo cual es
absurdo, porque para todo y siempre podemos tomar z = f_(y), de modo que f-(z) =y. Sin
embargo, la demostraciéon rigurosa, que ofrecemos a continuacion, es bastante mas compleja;
el lector que lo desee puede omitir su estudio, porque se trata més de una cuestion de calculo
infinitesimal que de razonamiento aproximado.

Por definicién, una funcién del intervalo [0, 1] es continua si y sélo si cumple la siguiente

propiedad:
Va,0 <a<1,Ve,e >0,30 | [0 >0 A[Vz,0 <z <1, |z —a| <d=|f-(z) — f-(a)] < €]
Pare.s

Una vez dados a y €, tales que 0 < a <1y e >0, vamos a demostrar que la § definida por
las siguientes ecuaciones

21 = f-(min(f-(a) +£,1))
22 = f-(max(f-(a) — ,0)

To sia=0

60=< 1—12 sia=1

min(x; —a,a2 —z) si0<a<l1
cumple § > 0 y la proposicién p, . 5. En primer lugar, observamos que

a=0=2x1=0 a>1—=0<zr1<a
a=1=x9=1 a<l=a<x3<1

lo cual implica que 6 > 0 en todos los casos.
Por otro lado, de las desigualdades 0 < x <1y |x — a|] < ¢ se deduce que

a=0=z=|z—-0/<d=x2s=121=0<12 <29
a=1l=l-z=lz—-1<d=1-21 =z <x<1l=ux

r—a<d<xz9—a
O0<a<l== =z <z < T2

a—rx<d<a-—ux
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Es decir, en todos los casos se cumple que
1 <2 <19
y por tanto

min(f-(a) +¢,1) = f-(21) > f~(2) = f-(22) = max(f-(a) - &,0)

f-(a) +e= fo(z) = f-(a) — €
[f-(z) = f-(a)| <

como queriamos demostrar. O

Proposicion 5.2 Para toda funcién de negacién f- existe un punto de equilibrio a., 0 <
ae < 1, tal que f-(ae) = ae.

Demostracion. Definimos una nueva funcién g(a) = f-(a) — a. Dado que g es continua,
g(0)=1>0y g(l) = —1 <0, por el teorema de Bolzano debe existir un a., 0 < a. < 1, tal
que g(ae) = f-(ae) —ae. =0. O

La funcién f-, més conocida y utilizada es la que en légica difusa se conoce como funcion
de negacion estdndar:

f-(a)=1-a (5.34)

El punto de equilibrio para esta funcién es a. = 0'5.
Para cada valor del pardmetro (3 tal que § € (—1,00), la funcién

_ 1—a
14 fa

f-(a) (5.35)

es también una funcién de negacién; el conjunto de todas estas funciones (para distintos
valores de [3) se denomina familia de negaciones de Sugeno. La funcién de negacién estandar
es un miembro particular de la familia de Sugeno, correspondiente al caso en que 8 = 0.

Del mismo modo, la familia de negaciones de Yager viene dada por

[un

f+(a) = (1 —d")? (5.36)
donde ( € (0,00). Cuando 3 = 1, tenemos la negacién estandar.

Ejercicio 5.3 (opcional) Demuestre que cada miembro de estas dos familias es una funcién
de negacion, y calcule su punto de equilibrio. O

Existen otras propiedades matematicas, tales como las relativas al punto de equilibrio o a
los generadores de funciones de negacion, que no vamos a tratar en este texto porque, a nuestro
juicio no aportan nada desde el punto de vista de su aplicacién a la inteligencia artificial. El
lector interesado puede encontrar éste y otros temas en la bibliografia recomendada al final
del capitulo.



5.1. Logica de proposiciones 111

Funciones de conjunciéon: normas triangulares

Acabamos de ver que es posible construir funciones de negacién difusas que mantengan todas
las propiedades de la negacién cldsica. Sin embargo, en seguida vamos a ver que es imposible
definir funciones de conjuncién y de disyuncién difusas que conserven todas las propiedades
de la légica clasica. Por ello vamos a exigir a estas funciones que mantengan las propiedades
mas importantes, aunque sea al precio de perder otras menos importantes o menos deseables.

En primer lugar, definimos las normas triangulares (a veces llamadas t-normas o simple-
mente normas) como aquellas funciones que cumplen las propiedades indicadas en la tabla 5.10
(comparelas con las de la conjuncién clasica, tabla 5.4, pag. 102).

Conmutativa fala,b) = fa(b,a)
Asociativa fala, fa(be)) = falfala,b),c)
Elemento neutro fala, 1) =a
Monotonia-v a<b= fala,c) < fa(b,c)

Tabla 5.10: Propiedades de las normas triangulares.

Proposiciéon 5.4 Toda norma triangular cumple el limite clasico de la conjuncién.

Demostracion. Por la propiedad de elemento neutro, fi(0,1) = 0y fa(1,1) = 1. Por
la conmutativa, fa(1,0) = 0. Por la monotonia, f1(0,0) < fa(1,0), lo que implica que
£A(0,0) = 0. O

Proposiciéon 5.5 Para toda norma triangular hay un elemento absorbente, que es el cero:
Va, fa(a,0)=0 (5.37)

Demostracion. Para todo valor a tenemos, por un lado, que fa(a,0) < fA(1,0) = fa(0,1) =0,
y por otro, que fa(a,0) > 0, de donde se deduce que fa(a,0) =0. O

En cambio, hay normas triangulares que no cumplen la propiedad de idempotencia
Va, fala,a)=a (5.38)

o la ley de contradiccion
Va,  fala, f-(a) = 0 (5.39)

para ninguna funcién de negacién f-,, como veremos més adelante.
Proposicién 5.6 Para toda norma triangular se cumple que
fala,b) =1<=a=b=1 (5.40)

Demostracion. (Por reduccién al absurdo) Si uno de los dos argumentos, por ejemplo a, fuera
menor que 1, tendriamos que

fala,b) < fala,1) =a <1

lo cual es una contradiccion. O
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La conjuncion estandar (es decir, la que se usa en la légica difusa estandar) viene dada
por la funcién minimo,

fala,b) = min(a, b) (5.41)

que es una norma triangular.
Otras normas triangulares son el producto algebraico

fala,b)=a-b (5.42)
la diferencia acotada
fala,b) = max(0,a +b—1) (5.43)
y la conjuncion drdstica
b sia=1
fala,b) = fAin(g b)) ={ a sib=1 (5.44)

0 en los demés casos
Entre las cuatro existe una relacién de orden:
Va,Vb, fo%(a,b) < a-b < max(0,a+b— 1) < min(a, b) (5.45)
Ejercicio 5.7 Dibuje estas cuatro funciones de [0, 1] x [0,1] — [0, 1].

Ejercicio 5.8 Demuestre que cada una de ellas es una norma y que se cumple la desigualdad
anterior.

Observe que todas estas normas, excepto la conjuncién drastica, son continuas. Como
dijimos al hablar de la negacién, conviene que fa sea continua para evitar que un cambio
infinitesimal en a o en b provoque un cambio brusco en f(a,b), por lo que en la practica sélo

se utilizan normas continuas.’

Existen también varias familias de normas; por ejemplo, la familia de Yager viene dada
por

Fala,b) = YP(a,b) = 1 — min {1, (1-a)f+(1- b)ﬁ]%} (5.46)
donde ( € (0,00). Aunque 3 no puede valer nunca 0 ni infinito, se cumple que
lim Y (a,b) = min(a, b) (5.47)
Jim Y2 (a,b) = 2 (a, b) (5.48)
y que
VB, fRm(a,b) < Y/ (a,b) < min(a,b) (5.49)

En realidad, esta tltima expresién es un caso particular de una afirmacion més general.

Proposicién 5.9 Para toda norma triangular fa se cumple que

min (g b) < fa(a,b) < min(a, b) (5.50)

9 Algunos autores incluyen la continuidad entre las propiedades axiométicas de las normas, y por eso no
consideran la conjuncion drastica como una norma.
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Ejercicio 5.10 Demostrar esta proposicién.

Esta es la razon por la que denotamos por fi*'" a la conjuncién drastica, pues es la norma
minima. Del mismo modo podriamos escribir fi'®* = min, pues la funcién minimo es la

norma maxima.

Proposicién 5.11 La funcién minimo es la tnica norma idempotente.

Demostracion. Sea una norma idempotente fr. Para dos valores a y b tal que a < b,

a = f/\(a’a) S f/\(avb) S f/\(avl) =a

de donde se deduce que fi(a,b) = a. Del mismo modo se demuestra que, cuando b < a,
fala,b) = b, con lo que concluye la demostracién. O

Teniendo en cuenta que la funcién minimo no cumple la ley de contradicciéon —pues tal
como afirma la proposicién 5.2, para cualquier f- existe un punto de equilibrio ae, 0 < ae < 1,
de modo que fa(ae, f-(ae)) = min(ae, ae) = ae # 0— se deduce que

Corolario 5.12 Ninguna norma que cumpla la ley de contradicciéon puede ser idempotente.

Corolario 5.13 No hay ninguna norma que cumpla todas las propiedades de la conjuncién
clasica.

Ante la imposibilidad de satisfacer todas las propiedades simultdneamente, la idempo-
tencia (p A p = p) parece mas importante que la ley de contradiccién, la cual afirma que es
imposible que una proposicién y su negacion sean ciertas a la vez, ni siquiera parcialmente
ciertas, pues p A —p = 0 implica que v(p A =p) = fa(v(p),v(—p)) = 0. Los defensores de la
l6gica difusa sostienen que ésta es una restriccion innecesaria y poco realista, porque en el
caso de conceptos difusos es posible que tanto una afirmacion como su contraria tengan algo
de verdad. Maés ain, hay autores que, invocando la filosofia oriental del Ying y el Yang, afir-
man que todo lo que existe tiene también algo de su contrario: todo hombre tiene algtin rasgo
femenino en su caracter, y viceversa; todo lo tibio es caliente en cierto modo y frio en cierto
modo, etc. Nuria, la nifia a la que estd dedicado este libro, se dio cuenta bastante pronto de
que no era totalmente pequena ni totalmente mayor, y por eso cuando tenia dos anos y pocos
meses solia decir: “soy uno poco pequena y uno poco mayd”. Por eso en logica difusa el hecho
de que algunas normas triangulares incumplan la ley de contradiccién no se considera como
un inconveniente, sino como una auténtica ventaja. Dado el cardcter introductorio de este
texto, no vamos a entrar a discutir tales afirmaciones. Lo mencionamos solamente porque
ésta es una de las razones por las que la logica difusa estandar toma la funcién minimo para
definir la conjuncién (y la interseccién de conjuntos, como veremos més adelante), dado que
esta funcién preserva la idempotencia y elude a la vez la ley de contradiccion.

Ejercicio 5.14 Indique cuéles de las normas triangulares mostradas en esta seccién cumplen
la ley de contradiccién (para la negacién estandar) y cuéles no.

Funciones de disyuncién: conormas triangulares

Andlogamente, las conormas triangulares (a veces llamadas t-conormas o simplemente conor-
mas) son, por definicién, las funciones que cumplen las propiedades de la tabla 5.11
(compérelas con las de la disyuncién clésica, tabla 5.4, pag. 102).
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Conmutativa fula,b) = fu(b,a)
Asociativa fvla, fu(b,e)) = fu(fv(a,b),c)
Elemento neutro fv(a,0) =a
Monotonia-v a<b= fy(a,c) < fy(b,c)

Tabla 5.11: Propiedades de las conormas triangulares.

Proposiciéon 5.15 Toda conorma triangular cumple el limite clasico de la disyuncién.

Proposicion 5.16 Para toda conorma triangular hay un elemento absorbente, que es el uno:
Va, fy(a,1)=1 (5.51)
(Las demostraciones son andlogas a las de las proposiciones 5.4 y 5.5.)

En cambio, hay conormas que no cumplen la propiedad de idempotencia
Va, fu(a,a)=a (5.52)

o la ley del tercio excluso
Vaa f\/(avf—'(a)) =1 (553)

para ninguna funcién de negacién f-, como veremos mas adelante.
Proposiciéon 5.17 Para toda conorma triangular se cumple que

fula,b) =0<=a=b=0 (5.54)
La demostracién es andloga a la de la proposicién 5.6.

La disyuncion estdndar (es decir, la que se usa en la légica difusa estdndar) viene dada
por la funcién mdzximo:

fv(a,b) = max(a,b) (5.55)

que es una conorma triangular.
Otras conormas triangulares son la suma algebraica

fvla,b)=a+b—a-b (5.56)
la suma acotada
fv(a,b) = min(1,a + b) (5.57)
v la disyuncion drdstica
b sia=0
fv(a,b) = f*(a,b) =< a sib=0 (5.58)

1 en los demaés casos
Entre las cuatro existe una relacion de orden:
V¥ (a,b) > a+b—a-b>min(l,a+ b) > max(a,b) (5.59)

Observe que todas ellas, excepto la disyuncion dréastica, son continuas. Por las razones
expuestas en las secciones anteriores, en la practica sélo se utilizan conormas continuas.



5.1. Logica de proposiciones 115

Ejercicio 5.18 Dibuje estas cuatro funciones de [0, 1] x [0,1] — [0,1]. Compare las graficas
con las del ejercicio 5.7.

Ejercicio 5.19 Demuestre que cada una de ellas es una conorma y que se cumple la des-
igualdad anterior.

La familia de conormas de Yager viene dada por
fo(a,b) = Y (a,b) = min [1, (a® + bﬁ)ﬂ (5.60)

donde € (0,00). Aunque  no puede valer nunca 0 ni infinito, se cumple que

}}in% Y?(a,b) = max(a, b) (5.61)
Jim Y (a,b) = f2(q,b) (5.62)

Proposicién 5.20 Para toda conorma triangular f,, se cumple que
v (a,b) > fy(a,b) > max(a,b) (5.63)

Esta es la razén por la que denotamos por fU'** a la disyuncién drastica, pues es la

conorma maxima. Del mismo modo podriamos escribir f{"™ = max, pues la funcién maximo

es la conorma minima.

Proposicién 5.21 La funciéon méaximo es la tnica conorma idempotente.

Teniendo en cuenta que la funcién maximo no cumple la ley del tercio excluso, pues para
un a tal que 0 < a < 1, max(a,1 — a) # 0, se deduce que

Corolario 5.22 Ninguna conorma que cumpla la ley del tercio excluso puede ser idempo-
tente.

Corolario 5.23 No hay ninguna conorma que cumpla todas las propiedades de la disyuncién
clasica.

Las razones por las que la légica difusa estandar elige la funcién maximo para definir la
disyuncién [y la unién de conjuntos] son las mismas que las que justifican la eleccién de la
funcién minimo para definir la conjuncién [y la interseccién] (cf. seccién anterior).

Uno de los temas que no hemos mencionado al hablar de las normas y conormas es la
posibilidad de definirlas a partir de funciones generatrices. El motivo es que, a nuestro juicio,
éste es solamente un aspecto matematico que no aporta nada desde el punto de vista del
razonamiento en inteligencia artificial. En cualquier caso, el lector interesado puede encontrar
la informacién en [35, cap. 3] y [60, cap. 2]

Normas y conormas conjugadas

Hemos analizado las condiciones que deben cumplir la negacién, la conjuncién y la disyun-
cién por separado para conservar las propiedades més importantes de la logica clasica. Sin
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embargo, si exigimos que se mantengan también las propiedades combinadas que aparecen en
la tabla 5.4, surgen nuevas condiciones. Por ejemplo, la 1* ley de Morgan nos dice que

J~(fnla, b)) = fu(f-(a), f~(b)) (5.64)

Esta ecuacién es valida para todos los valores de a y b, incluidos f-(a) y f-(b):

S=(In(f=(a), f-(0))) = fu(f-(f=(a)), f~(f=(D))) = fu(a,b)

de donde se deduce que

fu(a,b) = f-(fa(f-(a), f-(D))) (5.65)
y, aplicando f-, a cada miembro de esta ecuacién, obtenemos
f=(fula, b)) = fa(f-(a), f-()) (5.66)

que es la 2% ley de Morgan. Por tanto, del hecho de que la funcién de negacion f- es
idempotente se deduce la siguiente proposicion:

Proposicion 5.24 La primera ley de Morgan se cumple si y sélo si se cumple la segunda.
Observe que la ecuacién (5.64) es equivalente a

fala,b) = f~(Fu(f-(a), f-(D))) (5.67)

Por tanto, podemos utilizar esta expresiéon para definir f, a partir de f— y fv, del mismo
modo que se podria haber utilizado la (5.65) para definir f, en funcién de f- y fa.

Proposiciéon 5.25 Si f_ es una funcién de negacién difusa y fa es una norma triangular, la
funcién f, definida por la ecuacién (5.65) es una conorma. (Se dice que fy es la conorma
dual o conjugada de fa respecto de f-.)

Proposicion 5.26 Si f- es una funcién de negacién difusa y fy, es una conorma triangular,
la funcién f, definida por la ecuacién (5.67) es una norma. (Se dice que f es la dual o
conjugada de fy respecto de f-.)

Ejercicio 5.27 Demostrar estas tres proposiciones.

De la discusién anterior a la proposicién 5.24 se deduce la siguiente:

Proposiciéon 5.28 La funcién fa es la norma dual de f\ si y sdlo si f, es la conorma dual
de fa. (Suele decirse que fa y fv son conjugadas.)

La tabla 5.12 recoge en su primera columna varias normas y en la segunda las correspon-
dientes normas conjugadas respecto de la negacion estandar.

Proposicién 5.29 Si fr y fv son conjugadas entre si, y f1 y f, son conjugadas entre si,
f/\(aab) < f/,\(aa b) — fV(avb) > f\,/(aa b) (568)

Por tanto, observando la tabla 5.12 se entiende la relacién entre las ecuaciones (5.45)
y (5.63).
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Norma Conorma
min(a, b) max(a, b)
a-b a+b—a-b
max(0,a +b—1) min(1,a + b)
i g, b) 9% q, b)
v/ (a,b) ) (a,b)

Tabla 5.12: Normas y conormas conjugadas.

Funciones de implicacién

En 16gica difusa es habitual definir la funcién de implicacion f_, a partir de las funciones f-,
fr v fv, aplicando alguna de las propiedades de la logica clasica. Concretamente, la propiedad
cléasica

p—q=-pVg (5.69)

se traduce en
f=(a,b) = fu(f-(a),b) (5.70)

Cada f_, obtenida al escoger una funcién de negacién f- y una conorma f, para la expresion
anterior se denomina implicacion S (porque S es el simbolo elegido habitualmente para re-
presentar una conorma). Por ejemplo, si tomamos la negacién estandar (ec. (5.34)) y la suma
acotada (ec. (5.57)), respectivamente, obtenemos la funcién de implicacién de Lukasiewicz
(ec. (5.19)), que es, por tanto, una implicacién S.

En cambio, si tomamos la negacion estandar y la disyuncién estandar obtenemos la im-
plicaciéon de Kleene (ec. (5.30)), a veces llamada de Kleene-Dienes, que es también una
implicacién S. Tomando la negacién estandar y la suma algebraica (ec. (5.56)) obtenemos la
implicaciéon de Reichenbach:

fR(a,b) =1—a+ ab (5.71)
que es, por cierto, una implicacién rigurosa.

Otra propiedad de la logica clasica en la cual puede basarse la definicién de implicacién
es
p—)gEﬁp\/(p/\q) (572)

la cual se traduce en'?

f=(a,b) = fv(f=(a), fa(a,b)) (5.73)

Las funciones generadas a partir de esta expresién utilizando distintas f-, fa y fv se de-
nominan implicaciones QL. Por ejemplo, utilizando las funciones de negacién, conjuncién y
disyuncion estandares se obtiene la implicaciéon de Zadeh:

f%(a,b) = max(1 — a, min(a, b)) (5.74)

10N6tese que en la légica clasica la propiedad —p V (p A q) es equivalente a —p V ¢, por lo que es indiferente
que definamos p — ¢ a partir de una o de otra. Sin embargo, en logica difusa estas dos propiedades dan lugar
a funciones de implicacién distintas.
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que es una implicacién rigurosa. Con la negacién estandar, la suma acotada y la diferencia
acotada, respectivamente, se obtiene la implicacién de Kleene.!!

La ventaja de definir la implicacién a partir de una de estas dos propiedades es que la
propiedad del limite clasico queda automaticamente garantizada.

También se cumple en la légica clésica la propiedad siguiente:

[pA(p—a)]—q (5.75)
de modo que
Iala, f—(a,b)) <b (5.76)
——

c

En °, f_(a,b) es el maximo de los valores de ¢ que cumplen la propiedad anterior:

fr(0,c) 0= c=0Ve=1 f=(0,0) =1
In0,6) <1l=c=0Vec=1 [=(0,1)=1 (5.77)
falye) 0= c= f-(1,0) =0 '
frlye)<l=c=0Ve=1 f—(1,1)=1
es decir
f-(a,b) = max{e € {0,1}] fa(a,c) < b} (5.78)
Esta propiedad se puede generalizar para la légica difusa:
f—(a,b) = sup{c € [0,1]| fa(a,c) < b} (5.79)

Ejercicio 5.30 Demostrar que para toda norma f, la implicacién resultante de esta defini-
cién cumple el limite clasico. O

Las funciones de implicacién que se obtienen al introducir distintas normas triangulares f
en esta expresion se denominan implicaciones R. Por ejemplo, al tomar la diferencia acotada
tenemos la implicacién de Lukasiewicz,'? que es, por tanto, una implicacién R. En cambio,
con la conjuncion estandar obtenemos la implicacion de Godel:

1 ia<b
#9(a,b) = sup{c € [0,1]| min(a,¢) < b} = = (5.80)
b sia>b

que es una implicacién amplia; etc.

"En efecto, la implicacién resultante es f— (a,b) = min(1,1 — a + max(0,a 4+ b —1)). Si 1 —a > b, entonces
max(0,a+b—1)=0y f-(a,b) =1—a;si1—a<b, entonces max(0,a+b—1)=a+b—1y f_(a,b) =b;
por tanto, f— (a,b) = max(1 — a,b) = fX(a,b).

121 a demostracién es la siguiente: teniendo en cuenta que b > 0,

max(0,a+c—1)<b<=[0<b)A(a+c—1<b)]<=a+c—-1<Db
de donde se deduce que

sup{c € [0,1]| max(0,a +c¢—1) < b} =sup{c € [0,1]| ¢ <1—a+b} =min(1,1 —a+b) = [~ (a,b)
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Proposicién 5.31 Toda funcién de implicacién de cualquiera de las tres familias (S, QL o
R), cumple la propiedad de “neutralidad de la verdad”:

Vb, f—(1,b)=b (5.81)
Proposicion 5.32 Toda funcién de implicacién S o R es monotona en el primer argumento:

Vay,Vas, a1 < as = f_(a1,b) > f—(a2,b) (5.82)

Ejercicio 5.33 Demostrar estas dos proposiciones.

Como hemos visto, cada una de estas tres familias procede de una propiedad de la légica
clasica. Otras propiedades podrian dar lugar a otras familias, aunque en la literatura sélo
se han estudiado estas tres. Por cierto, hemos comprobado ya que estas familias no son
exclusivas, porque algunas funciones de implicacién que conocemos pertenecen a dos de ellas;
tampoco son exhaustivas, porque la implicacién de Gaines-Rescher:

1 sia<b

GRq,b) = { (5.83)

0 sia>b

por ejemplo, no pertenece a ninguna de ellas.

La tabla 5.14 muestra estas funciones de implicacién, junto con las propiedades que cum-
plen y el ano en fueron publicadas por primera vez. Las propiedades que cumplen son las
siguientes: LC es el limite clasico, C indica que la funcién es continua, y las letras A y
R indican si se trata de una implicacién amplia o rigurosa (podria ocurrir que alguna de
estas funciones no fuera ni amplia ni rigurosa, pero no es el caso); los nimeros 1 a 7 corres-
ponden a las siete propiedades de la tabla 5.13, que a su vez proceden de las propiedades
de la implicacién clésica (tabla 5.6, pag. 103). Observe que la tnica funcién de implicacién
que no cumple la propiedad de “neutralidad de la verdad” es la de Gaines-Rescher, que no
pertenece a ninguna de las familias S, QL o R, como exige la proposicién 5.31 (ec. (5.81)),
v que las funciones que no cumplen la monotonia en el primer argumento —la de Zadeh y la
de Gaines-Rescher— no pueden pertenecer a S ni a R, por la proposicién 5.32 (ec. (5.82)).

1. Neutralidad de la verdad f=(l,a)=a

2. Predominio de la falsedad f=(0,a)=1

3. Identidad fo(a,a) =1

4. Intercambio f=(a, f—(b,c)) = f=(b, f-(a,c))
5. Contraposicién fo(a,b) = f(1—-0b,1—a)

6. Monotonfa-v en el 1°" argumento | a < b= f_(a,c) > f_(b,¢)
7. Monotonia-v en el 2° argumento a<b= f_(c,a) < f_.(c,b)

Tabla 5.13: Algunas propiedades que cumplen ciertas funciones de implicacién.

Al igual que hicimos en la seccién 5.1.2, podriamos intentar ahora obtener el valor de v(q)
—o0, al menos, alguna restriccién para v(q)— a partir de los valores de v(p — ¢q) y v(p), con
lo que tendriamos un modus ponens difuso, y analogamente, un modus tollens difuso. Sin
embargo, no es éste el método que se sigue habitualmente en la légica difusa, sino que se
llega a estos silogismos mediante la composicién de relaciones difusas, tal como veremos en
la seccion 5.4.3.
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Autor f=(a,b) Tipo Propiedades Ano
Lukasiewicz min(1,1 —a+0b) S,R | LC,C, A 1,2 3,4,5,6,7 | 1920
Kleene max(1 — a, b) S,QL | LC,C, R, 1,2,—,4,5,6,7 | 1938
Reichenbach 1—a+ab S LC,C, R, 1,2, —4,5,6,7 | 1935
Zadeh max(1l — a,min(a,b)) | QL |LC,C,R, 1,2, — — — — 7| 1973
1 ia<b
Godel Sa = R |LC,C, A 1,234 6,7 1976
b sia>b
1 ia<b
Gaines-Rescher S? ‘= LC, - A, - 2,3,4,5,6,7 | 1969
0 sia>b

Tabla 5.14: Algunas de las funciones de implicacién méas conocidas.

Modificadores difusos para proposiciones

Dado un conjunto de proposiciones, podemos aplicar a cada una de ellas uno o varios modi-
ficadores difusos, correspondientes a expresiones lingiiisticas, para dar lugar a proposiciones
difusas como “p es muy cierta” o, de forma equivalente, “es muy cierto que p”. El valor de
verdad de la proposicion resultante se calcula aplicando cierta funcién matematica al valor de
la proposicion original p. Concretamente, algunos de los modificadores difusos mas habituales
y sus correspondientes funciones son:

v(“p es muy cierto”) = v(p)?

2v(p)? si v(p) <05
1—2[1—v(p)? siv(p)>05

« 4 3 79 _ 1
v(“p es mds o menos cierto”) = v(p)>2

v(“p es bastante cierto”) = {

v(“p es falso”) =1 — v(p)

v(“p es muy falso”) = [1 — v(p)]?

En la seccion 5.2.1 veremos que existen modificadores equivalentes para los predicados
difusos.

5.2 Légica de predicados

5.2.1 Predicados unitarios

Dado un conjunto X no vacio, denominado conjunto universal, cada predicado unitario P
puede definirse como una funcién que asigna a cada elemento x de X la proposicién P(x) =
“r es P”. Por ejemplo, el predicado “Mayor que 3” asigna al elemento 5 la proposicion “5 es
mayor que 3”; en la notacién habitual, “Mayor-que-3(5)” = “5 es mayor que 3”. Igualmente,
dado el predicado “Hermano de Juan” y el elemento Antonio, “Hermano-de-Juan(Antonio)”
= “Antonio es hermano de Juan”.

Con el fin de evitar sutilezas matematicas, vamos a suponer generalmente que X es un
conjunto finito, como ocurre en todos los problemas practicos. Por ejemplo, si X es un
conjunto de personas, siempre es finito, aunque incluyéramos en él todas las personas que han
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existido y existirdan en los préximos milenios. Incluso las medidas supuestamente continuas
se realizan siempre en la practica sobre conjuntos finitos.!?

Al predicado P! que asigna a todo elemento de X la proposicién segura (cf. pag. 98),
Vx, P(z) = 1, le denominamos predicado seguro, pues Y, Vv, v(P(z)) = 1. Anilogamente,
al predicado PO, tal que Vx, P%x) = 0, le denominamos predicado imposible, pues
Y, Vv, v(P°(x)) = 0.

Un predicado preciso P es aquél que siempre origina proposiciones P(x) precisas, mientras
que un predicado impreciso es aquél que genera proposiciones imprecisas, al menos para
ciertos valores x de X. Por ejemplo, “Mayor que 3” es un predicado preciso, mientras que
“Aproximadamente igual a cero” es impreciso, ya que la proposiciéon “Aproximadamente-
igual-a-cero(0°25)”, es decir, “0’25 es aproximadamente igual a 07, no es totalmente verdadera
ni totalmente falsa.

Los conceptos que se utilizan en matematicas corresponden generalmente a predicados
precisos; por ejemplo, en la aritmética tenemos conceptos como par, impar, primo, mayor que,
menor que, etc., que son claramente verdaderos o falsos. Sin embargo, también existen otros
muchos —como grande, pequeno, mucho mayor que, mucho menor que, aproximadamente
igual a...— que dan lugar a proposiciones imprecisas. Por ejemplo, la proposicién “0’01 es
aproximadamente igual a 0” es mas cierta que “0’1 es aproximadamente igual a 0”, pero ésta
tampoco es totalmente falsa.

En la vida cotidiana, podemos encontrar predicados precisos, como mayor-de-edad, sol-
tero, casado, hijo-uinico, tiene-permiso-de-conducir, etc., pero son muchos mas los predicados
imprecisos: joven, viejo, alto, bajo, gordo, delgado, rico, pobre, inteligente, habla-inglés, sabe-
informética, etc., etc. Incluso en la ciencia abundan los predicados imprecisos, especialmente
en el campo de la medicina, donde encontramos numerosas expresiones difusas, como sano, en-
fermo, edad avanzada, presion alta, dolor agudo, fatiga leve, tumor grande, sintoma evidente,
técnica sensible, diagndstico complejo, prondstico grave, terapia arriesgada, alta mortalidad,
etc., etc.

Como veremos més adelante, los predicados precisos dan lugar a conjuntos nitidos (los
conjuntos clasicos), en los que un elemento o pertenece completamente al conjunto o no
pertenece en absoluto, mientras que los predicados imprecisos dan lugar a conjuntos difusos,
en los que el grado de pertenencia varfa dentro del intervalo [0, 1].

Cuantificadores y predicados compuestos

El cuantificador universal ¥V se define asi:

Va, P(x) = )\ P(x) (5.84)
rzeX

13Problamente el lector estard pensando: “;Y qué pasa con las escalas continuas, como la estatura, por
ejemplo? Lo habitual es considerar que la la estatura se mide sobre la escala continua de los nimeros reales
positivos (X = R1)”. Nuestra respuesta es la siguiente: en contra de lo que se suele afirmar, insistimos en que
la estatura, como cualquier otra magnitud, se mide sobre un conjunto X finito. De hecho, la estatura de una
persona no suele ser superior a 2’50 m., y se suele medir con una precisién de centimetros. Para asegurarnos
que no nos quedamos cortos en los limites, supongamos que tenemos el conjunto X de todos los nimeros
racionales de 0 a 10 con 5 decimales o menos; ciertamente es un conjunto finito mas que suficiente para medir
la estatura de las personas (en metros). Del mismo modo, cualquier otra escala de las consideradas continuas
puede representarse —por tomar limites generosos— mediante el conjunto de los nimeros decimales de —10°%°
a 10°%° con un méximo de 200 decimales, que es un conjunto enorme (27°%), pero finito.

Por tanto, sostenemos que en la préactica no es una limitacién el suponer que X es finito.
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v el cuantificador existencial 3 asi:

3z, P(z) = \/ P(x) (5.85)

reX
Por tanto,
v(Ve, P(x)) = xé/}(v(P(x)) (5.86)
v(3x, P(x)) = ac];\;(U(P(:U)) (5.87)

donde fx y fv son las funciones de conjuncién y disyuncién generalizadas para n argumentos,

que se definen recursivamente a partir de las respectivas funciones binarias:'4
fala) =a  falar,...,an) = fa(falar,. .. an-1),an) (5.88)
fula) =a fulay,...,an) = fu(fulas,... an-1),an) (5.89)

Ejemplo 5.34 Dado el conjunto universal X = {1, z2,z3} entonces
Vz, P(x) = P(x1) A P(x2) A P(x3)

y por tanto,
v(Vz, P(x)) = fa(v(P(21)),v(P(22)), v(P(x3)))

es decir, la proposicién Va, P(z) es cierta si y sélo si cada una de las tres proposiciones P(x;)
es cierta. Analogamente,

Jz, P(x) = P(x1) V P(x2) V P(x3)
v(3z, P(z)) = fu(v(P (1)), v(P(x2)), v(P(x3)))

de modo que 3z, P(x) si y sélo si alguna de las proposiciones P(z;) es cierta. O

Noétese que, si P es un predicado preciso, las proposiciones “Va, P(x)” y “Jz, P(z)” son
precisas, mientras si P es difuso las proposiciones Yz, P(z) y 3z, P(z) son difusas.!®

Proposicion 5.35 Las funciones de conjuncién y disyuncion generalizadas cumplen que

Falar, ... an) =1 <= Vi, a; = 1 (5.90)
fulat,...;an) =0<=Vi,a;, =0 (5.91)

Demostracion. Por la definicién de fn y el hecho de que fa(1,1) = 1, es facil probar por
induccién completa que
Vi, a; =1= falal,...,ap) =1

La implicacion reciproca se demuestra aplicando la proposicién 5.17 repetidamente,
falar, .. an) = faA(falars ..o an-1),an) =1 = an = fala1,...,ap-1) =1

hasta llegar a demostrar que a, = ap—1 = ... =a; = 1.

" Cuando X es finito, la generacién de fa(a,b) = min(a,b) sigue siendo la funcién min; en cambio, si X es
infinito, la generalizacién de la funcién minimo es la funcién infimo, del mismo modo que la generalizacién de
la funcién méaximo es la funcién supremo.

15Existen también cuantificadores difusos —como “muchos”, “casi todos”, “casi ninguno”, “unos 15”, “mu-
chos més de 100”— que no vamos a tratar aqui. El lector interesado puede consultar [35, sec. 8.4].
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Corolario 5.36 La proposicién Vz, P(x) es cierta si y sélo si el predicado P(z) es cierto para
todo z:
Va, P(z) <= v(Vz, P(z)) = 1 <= Vz,v(P(z)) =1 (5.92)

Corolario 5.37 La proposicién 3z, P(x) es falsa si y sélo si el predicado P(x) es falso para
todo z:
=(3z, P(x)) <= v(Jz, P(x)) = 0 <=V, v(P(x)) =0 (5.93)

La negacién, conjuncién y disyuncién de predicados se definen a partir de las correspon-
dientes conectivas para proposiciones (nétese que en cada una de estas definiciones hay un

“Va” implicito, y que el signo “=" indica igualdad de proposiciones):
[=P](x) = —[P(z)] (5.94)
[P A Ql(z) = P(x) A Q(x) (5.95)
[PV Ql(z) = P(x) vV Q(x) (5.96)

Proposicién 5.38 Para todo conjunto X finito (no vacio) se cumple que

= (Va, P(z)) = 3z, -P(x) (5.97)
= (3, P(z)) = Va,~P(x) (5.98)

Demostracion. Dado un conjunto de proposiciones, la 1* ley de Morgan generalizada para n
proposiciones (donde n es un entero positivo), =(p1 A ... App) = —p1 V...V —p,, se prueba
por induccién completa sobre n. Para n = 1 es trivial. Cuando, n = 2 es la ley de Morgan
ordinaria (cf. tabla 5.4); en la seccién 5.1.1 se explicé cémo demostrarla. Sila ley generalizada
se cumple para n — 1, entonces

(LA APR) =LA A1) APr] = (DL A L A PR—1) V Dy
=(p1V...Vapp_1)V—p,=-p1V...V-p,
Con este resultado, la equivalencia (5.97) se demuestra simplemente aplicando la definicién

de ¥V y 3. La demostracién de (5.98) es similar. Nétese que esta demostracién por induccién
completa es correcta porque X es finito; para un conjunto infinito no seria valida. O

Comparacion de predicados

Definicién 5.39 (Equivalencia de predicados) Dos predicados P y @ son equivalentes
(se representa mediante “P = Q") cuando las respectivas proposiciones asignadas a cada x
son equivalentes:

P=Q < [Vz, P(z) = Q(z)] < [Vz, Vv, v(P(x)) = v(Q(x))] (5.99)

Por ejemplo, para todo P y todo @, tenemos que P A Q = Q A P. En realidad, todas las
propiedades de la tabla 5.4 siguen siendo véalidas si se sustituye cada proposicién (representada
por una letra minuscula) por un predicado (letra maytscula).

Del mismo modo que podemos aplicar las conectivas de negacién, conjuncién y disyuncién
a unos predicados con el fin de obtener nuevos predicados, podemos aplicar las conectivas de



124 Capitulo 5. Ldégica difusa

implicacion y doble-implicaciéon a dos predicados, aunque con la diferencia muy importante
de que en este caso no se obtienen nuevos predicados sino proposiciones:

P — Q= [Vz, P(x)
P« Q= [Vz, P(x)

()] (5.100)

—Q
= Q(x)] (5.101)
Insistiendo en el punto anterior, recomendamos comparar estas dos ultimas definiciones con
la (5.95) y la (5.96) para entender por qué P — @ y P < @) son proposiciones, mientras que
=P, PANQy PV (@ son predicados.

Cuando P y @ son predicados precisos, entonces P — @ y P < () son proposiciones
precisas (por la propiedad del limite cldsico), mientras que cuando Py @ son predicados im-
precisos las proposiciones resultantes son imprecisas. Notese la diferencia con la equivalencia
de predicados (ec. (5.99)), pues P = @ es siempre una proposicién precisa, aunque Py Q
sean imprecisos. Otra diferencia muy importante es que la verdad o falsedad de P = @) no
depende de la funcién de verdad v (cf. ec. (5.99)), mientras que el grado de verdad de P — @
y P« @ si depende de v. La relacién entre P = Q y P < @ es la siguiente:

Proposiciéon 5.40 Cuando “—” es una equivalencia amplia,
P=Q<<= VY, P Q (5.102)
Demostracion. Por la definiciéon de doble-implicacién amplia (tabla 5.2),
P=Q <<V, Vv, v(P(x)) =v(Q(x)) <= Vv, Vz, P(z) < Q(x) <= Vv, P < Q

a

Propiedades de la légica de predicados

Naturalmente, las propiedades de una légica de predicados dependen de la légica de proposi-
ciones en que se basa. Por ejemplo, para la logica de proposiciones cldsica tenemos la légica
de predicados clésica; si en la tabla 5.4 sustituimos cada proposiciéon p por un predicado P, la
proposicién 1 por P! y 0 por PY, todas las propiedades —excepto las de monotonia-v, que no
tendrian sentido— siguen siendo validas. En cambio, ninguna légica multivaluada ni légica
difusa puede satisfacer todas esas propiedades, por los motivos discutidos en la seccién 5.1.3.

Ciniéndonos igualmente al dmbito de la légica clésica, a partir de las propiedades de la
implicacién de proposiciones (tabla 5.6, pag. 103) se deducen las propiedades de la implicacién
de predicados que aparecen en la tabla 5.15. Por ejemplo, la primera de ellas se demuestra
asi:

Pl P= [V, PY(z) — P(z)] = [Vz, 1 — P(z)] = [Vz, P(z)] = /\ P(x)
zeX

Por cierto, P® — P y P — P son tautologfas, porque son equivalentes a la proposicién
segura.
Modificadores difusos para predicados

Del mismo modo en que se aplican modificadores a proposiciones (sec. 5.1.3), es posible tam-
bién aplicar modificadores lingiiisticos a los predicados. Por ejemplo, al predicado “Grande”
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Neutralidad del predicado seguro Pt - P=\,cx P(x)
Predominio del predicado imposible P - pP=1
Identidad P—-P=1
Implicacién | Intercambio P—-(Q—R=Q— (P—R)
Contraposicién P—-Q=-Q— P
Monotonia-p en el 1°" argumento P—-Q=(Q@—R)—(P—R)
Monotonia-p en el 2° argumento P—-Q=(R—P)—(R—q)

Tabla 5.15: Propiedades de la implicacion de predicados.

podemos aplicarle el modificador “muy” con el fin de obtener el predicado “Muy grande”. A
cada modificador mod le corresponde una funciéon matemaética tal que

U<“[m0d P](x)”) = fmod(U(P(x))) (5103)
Algunos de los modificadores difusos mas habituales y sus correspondientes funciones son:

v(“Muy-P(z)”) = v(P(z))?

20(P(x))? si v(P(z)) <05
1—2[1 —v(P(x)))? siv(P(z)) >05
v(“Més-o-menos-P(x)”) = U(P($))%

v(“No-P(x)”) =1 —v(P(x))

v(“No-muy-P(z)”) = [1 — v(P(x))]?

v(“Bastante-P(x)”) = {

5.2.2 Modus ponens para predicados

Hemos visto ya en las secciones 5.1.1 y 5.1.2 cémo se puede aplicar el modus ponens entre
proposiciones. En ésta vamos a mostrar cémo aplicarlo en la légica de predicados. El ejem-
plo mas tipico es el siguiente: de la regla “todos los hombres son mortales” y la afirmacién
“Sécrates es hombre” se puede deducir que “Sécrates es mortal”. Formalmente se representa
asi: si P es el predicado “Hombre” y @) el predicado “Mortal”, la regla anterior puede expre-
sarse mediante la proposicién P — @, que, tal como fue definida en la ecuacién (5.100), es
equivalente a Vz, P(z) — Q(z). La afirmacién “Sécrates es hombre” se puede representar
mediante P(Sécrates), y la conclusion a la que queremos llegar es Q(Sécrates) = “Sécrates es
mortal”.

En este caso, como los predicados que intervienen son precisos (las proposiciones resultan-
tes son totalmente verdaderas o totalmente falsas), podemos abordarlo desde la logica clésica.
Formalmente se representa asi:

P—qQ
P(xo)
Q(zo)

0, si se prefiere,
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Vz, P(z) — Q(x)
P(xo)
Q(zo)

La justificacién del razonamiento es la siguiente. Segun el corolario 5.36, cuando la propo-
sicién P — @ es cierta, ha de ser cierta también cada una de las proposiciones P(z) — Q(z);
en particular, P(xg) — Q(xo) ha de ser cierta, y teniendo en cuenta que tanto P(zp) como
Q(xo) son proposiciones, podemos aplicar el modus ponens que vimos en la seccién 5.1.1:

P(x0) — Q(z0)
P(xo)

Q(x0)

En caso de que P y @ sean predicados imprecisos, debemos recurrir a alguna légica
multivaluada o difusa. En este caso, tenemos que

v(P — Q) =v(Ve, P(r) = Qz)) = fa v(P(z) = Q())

zeX

y, por la ecuacién (5.50), llegamos al®

S v(P(z) — Q(z)) < minv(P(z) — Q(z))

zeX rzeX

de donde se deduce que

v(P(z0) — Q(w0)) 2 minv(P(z) — Qz)) = v(P — Q) (5.104)
Te
En caso de la légica de Lukasiewicz, uniendo esta iltima ecuacién a la (5.23) y a la (5.24)
tenemos que

0(Q(x0)) = v(P(0)) + v(P(ro) — Q(z0)) — 1 = v(P(x0)) + v(P = Q) =1 (5.105)
— o(P(20)) = [L = v(P = Q) (5.106)

De nuevo se comprueba que “v(P — Q) ~ 1y v(P(xp)) ~ 1 implica que v(Q(zg)) ~ 1”.

Por ejemplo, supongamos que tenemos la regla “Toda curva cerrada es peligrosa” con un
grado de verdad de 0’8 y la afirmacién “La curva es cerrada” con un grado de verdad de 0’7.
De aqui podemos deducir que el grado de verdad de la afirmaciéon “La curva es peligrosa” es,
al menos, 0'7 — (1 — 0'8) = 0'5.

Del mismo modo se podria estudiar el modus tollens para la légica de Lukasiewicz, y
ambos silogismos para la légica de Kleene, pero no nos vamos a alargar mas en esta exposicion.
Tampoco nos vamos a detener a analizar el modus ponens con reglas como “P(z) — Q(y)”,
porque esta regla no tiene cuantificadores y, por tanto, basta aplicar el modus ponens para
proposiciones, tal como fue expuesto en la seccién 5.1.1.

Noétese que, en la exposicién que acabamos de hacer del modus ponens, el predicado P
que aparece en la regla P — @ ha de ser el mismo que el de la afirmacién P(x). En caso de
tener una afirmacién P’(xy) no podriamos deducir nada, aunque el predicado P’ fuera casi
igual a P. En la seccién 5.4.3 veremos como realizar inferencia imprecisa en este caso: es lo
que se denomina modus ponens difuso.

16Si X fuera infinito deberfamos tomar el infimo en vez del minimo, pero la demostracién serfa igualmente
valida.
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5.3 Teoria de conjuntos

5.3.1 Conjuntos y predicados

Supongamos que tenemos un predicado preciso P que toma valores dentro de cierto conjunto
finito X. Para ciertos elementos de X, la proposicién P(x) sera cierta —es decir, v(P(x)) =
1—, mientras que para otros serd falsa: v(P(x)) = 0. Por tanto, todo predicado define un
subconjunto A de X, formado por aquéllos elementos de X que cumplen la condicién impuesta
por el predicado:

A={re X|P(zx)} <= r € A= P(x) (5.107)

Ejemplo 5.41 Sea el conjunto universal X500 = {z € Z| 0 < x < 10°%} y el predica-
do “Multiplo de 7”. Tenemos que v(“Multiplo-de-7(14)”)=1, mientras que v(“Muiltiplo-
de-7(9)”)=0. Es decir, z € A = “Multiplo-de-7(z)”, de modo que A = {0,7,14,21,...}.
O

Reciprocamente, podemos definir el predicado P4, “pertenece a A”, que asigna a cada
elemento x la proposicién “z € A”:

Py(x)=z€ A (5.108)

Uniendo esta observacién a la anterior, concluimos que todo predicado induce un
subconjunto y todo subconjunto induce un predicado.

Se cumple ademaés que
A={re X |Px)} <= rcA=Px) <= P4 =P (5.109)

Cuando P es un predicado impreciso, las tres ecuaciones anteriores son vélidas, pero
entonces la proposicién x € A puede tomar valores distintos de 0 y 1. Es decir, puede
haber algin elemento x que no pertenezca totalmente a A, aunque tampoco sea totalmente
cierto que no pertenezca. Se dice en este caso que el conjunto A, inducido por un predicado
impreciso, es un conjunto difuso, en contraposicion a los conjuntos inducidos por predicados
precisos, que se denominan conjuntos nitidos.'” Por ejemplo, dado el predicado impreciso
“mucho mayor que 10”7, el conjunto de los niimeros mucho mayores que 10 es un conjunto
difuso. jPertenece el niimero 60 a este conjunto? La respuesta no es ni un si rotundo ni un
no rotundo. Ciertamente, el nimero 60 pertenece mas que el 40 y menos que el 100, de modo
que 0 < v(40 € A) < v(60 € A) < v(100) < 1. Volveremos sobre este punto al hablar del
grado de pertenencia.

Proposicion 5.42 Dos predicados son equivalentes si y s6lo si definen el mismo subconjunto.
Demostracion. Para dos predicados cualesquiera Py @,
P=Q=Pz)=Qx) ={zeX|Plx)} ={reX|Qx)} (5.110)

Demostramos ahora la implicacién reciproca. Sea A el conjunto definido por P; de las ecua-
ciones (5.107) y (5.108) se deduce que P = P4. Si @ define el mismo conjunto A, entonces
Q = Py, y por tanto P = Q. O

17Cuando se dice “conjunto difuso” puede entenderse en sentido restringido, como “conjunto no nitido”, o
en sentido amplio, de modo que los conjuntos nitidos son un caso particular de los conjuntos difusos. Del
contexto se deducird en cada caso el sentido utilizado.
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Esta proposicion es muy importante, pues nos asegura que para cada propiedad de la doble-
implicacion entre predicados existe una propiedad de igualdad entre conjuntos, y viceversa,
como veremos en las préoximas secciones.

Proposicién 5.43 El predicado seguro define el conjunto total, mientras que el predicado
imposible define el conjunto vacio:

Px =p! (5.111)
Py = P° (5.112)
5.3.2 Funciones caracteristicas

Funcién caracteristica de un conjunto nitido

Dada una funcién p : X — {0,1}, algunos elementos de X tomaran el valor 1 mientras que
otros tomaran el valor 0. Los primeros forman un subconjunto A:

A={z e X | p(zx) =1} (5.113)
Ejemplo 5.44 Sea el conjunto universal X5og definido en el ejemplo 5.41 y la funcién pu
w(z) = x mod 2
que asigna 1 a los nimeros impares y 0 a los niimeros pares. Por tanto

A={reX|zmod2=1}={1,3,5,7,...}

Reciprocamente, todo subconjunto nitido A define una funcién py : X — {0,1}, denomi-
nada funcion caracteristica, que toma el valor 1 para los elementos que pertenecen a A y 0
para los que no pertenecen:

1 sizeAd
— 5.114
Ha(@) { 0 siz¢gA ( )
es decir,
pa(r) =v(xz e A) (5.115)

El valor p4(x) se denomina pertenencia del elemento x al conjunto A. Obviamente,

ux(z) =1, Vz (5.116)
ue(z) =0, Vo (5.117)

Es decir, toda funcién p : X — {0,1} define un subconjunto (nitido) y todo
subconjunto A induce una funcién p4 : X — {0,1}.
Uniendo esta afirmacion a los resultados de la secciéon anterior, podemos concluir que

Proposicion 5.45 Existe una relacion biunivoca entre

e los subconjuntos nitidos de X,

e los predicados precisos definidos sobre X y
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e las funciones p: X — {0,1}. DO
De las ecuaciones (5.107) y (5.115) se deduce inmediatamente que

Proposicién 5.46 Para todo predicado P,

’A ={reX|Px)}<—=recA=Px) < Py =P <= pa(z) =v(P(x)) ‘ (5.118)

Dicho de otro modo: si A viene definido por un predicado, la funcién caracteristica pa se
obtiene a partir de los valores de verdad correspondientes. Tenemos, por tanto, cuatro formas
equivalentes de caracterizar la relacién entre un predicado y el conjunto inducido por él. Este
resultado es la piedra angular en que basaremos todos los desarrollos del resto del capitulo.

Ejemplo 5.47 Dado de nuevo el conjunto universal X5q9, queremos definir el subconjunto A
de los nimeros menores que 10. En este caso, el predicado es P=“Menor que 10”7, que asigna
a cada z la proposicion “x es menor que 10”. Por tanto,

A={z e X|P(x)} ={re X |z <10}
La funcién caracteristica correspondiente es
pa(x) =v(z < 10)

de modo que

(> 1 sixz<10
x:
pa 0 siz>10

Ejercicio 5.48 Dibuje las funciones u(x) y pa(x) que aparecen en los dos ejemplos anteriores
(para z < 15).
Funcién caracteristica de un conjunto difuso

Acabamos de ver que existe un isomorfismo entre los subconjuntos nitidos, los predicados
precisos y las funciones p : X — {0,1}, tal como indica la expresién (5.118). De modo
andlogo, si partimos de un subconjunto difuso A y aplicamos la ecuacién (5.115) define una
funcién pa : X — [0,1]. Reciprocamente, toda funcién p : X — [0, 1] indica en qué medida
cada elemento de X pertenece a A,

v(x € A) = u(x) (5.119)

que es tanto como definir A. Por tanto, concluimos que para cada funcién p : X — [0,1]
existe un subconjunto difuso de X, y viceversa. Uniendo este resultado a los de la seccién 5.3.1
podemos concluir que

Proposicién 5.49 Existe una relacién biunivoca entre

e los subconjuntos difusos de X,

e los predicados imprecisos definidos sobre X y
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e las funciones p: X — [0,1]. O

Por las mismas razones, la expresién (5.118) sigue siendo vélida si en vez de tener conjuntos
nitidos, predicados precisos y funciones u : X — {0, 1}, tenemos conjuntos difusos, predicados
imprecisos y funciones p: X — [0, 1].

Por tanto, una forma posible de definir un conjunto difuso es dar su funcién caracteristica.
También en la teoria de conjuntos clésica era posible definir los conjuntos (nitidos) mediante
funciones caracteristicas, pero ésta era una posibilidad que no se utilizaba en la practica, pues
casi siempre resulta mas facil enunciar el predicado que define un conjunto —por ejemplo,
A = {x € X | Mudltiplo-de-3(z)}— o enumerar los elementos que lo componen —en este
caso, A = {0,3,6,9,...}— que dar la funcién caracteristica. Sin embargo, la forma més
eficiente de definir un conjunto estrictamente difuso consiste en dar su funcién caracteristica,
especialmente cuando X es un conjunto numérico y pa(z) puede expresarse mediante una
funcién algebraica.

Ejemplo 5.50 Sea el conjunto universal formado por los nimeros reales (X = R); el conjunto
A de los niimeros préximos a 0 puede definirse asf

_ 1
1+ pa?

donde (3 es un parametro que puede ajustarse segin convenga (figura 5.1). O

pa(x)

Figura 5.1: Funcién caracteristica del conjunto A de nimeros préximos a 0 (5=>50).

Sin embargo, cuando X no es un conjunto numérico o no hemos encontrado una funcién
numérica que exprese adecuadamente p 4, la definicién funcional de A es imposible. Lo que
se hace en este caso es definir A indicando explicitamente el grado de pertenencia de cada x:

A=pa(zr)zr + ...+ palzn)|z, (5.120)

Naturalmente, esta forma de definir A sélo es posible cuando X es un conjunto finito, o cuando
1a(x) solamente es mayor que 0 para un subconjunto finito de X (que se suele denominar
soporte de A,y es un conjunto nitido).

Ejemplo 5.51 Sea de nuevo el conjunto universal Xsgg; el conjunto A de los niimeros
préximos a 0 puede definirse mediante

A=1/04 0714042+ 0053 (5.121)
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y se entiende que p(z) =0 para x > 4. O

En otros casos es posible utilizar una escala numérica. Por ejemplo, sea un conjunto de
varones X = {Antonio, Juan, Luis, Roberto. ..}, y queremos determinar cudl es el conjunto
A de las personas altas. Nuestro sentido comin nos dice que el grado de pertenencia a A
depende de la estatura: si Juan y Antonio miden lo mismo, p4(Juan) = p4(Antonio). Por
tanto, dada una escala Y para medir la estatura (por ejemplo, en centimetros) y la funcién
fr(z) : X — Y que a cada persona le asigna su estatura, podemos definir una funcién
Wy(y) : Y —[0,1], de modo que

pa(@) = py(fy (@) (5.122)

es decir, g = /4 o fy. En nuestro ejemplo, la funcién p/, podria ser

, B 1
raly) = 11 o 045(y—175)

(5.123)

de modo que si fy (Luis)=180, pa(Luis)=/4(180)=0"88, o dicho de otro modo, €l grado de
pertenencia de Luis al conjunto de personas altas es 0’88; si fy (Roberto)=190, u4(Roberto)
=4 (190)=0"98; si fy (Antonio)=170, p4(Antonio)=4/',(170)=0"12.

0.87
0.67
0.41

021

0160 165 170 175 180 185 190

Figura 5.2: Funcién p/4(y): grado de pertenencia al conjunto A de personas altas, en funcién
de la estatura en centimetros, y.

[ee] o0 1
/ Haly) = / , = oo
o oo 14 e—04(@—175)

de modo que p/4 no estd normalizada en el sentido de la teoria de la probabilidad (para ello,
la integral anterior deberfa valer 1 en vez de infinito). De hecho, en 16gica difusa se utiliza un
concepto diferente de normalizacion:

Observe que

Definicién 5.52 (Conjunto normalizado) Un conjunto A estd normalizado si y sélo si

=1 124
max f4(x) (5.124)

En estos dos ejemplos hemos construido pa(x) y 4 (y) escogiendo dos de las funciones que
més se utilizan para este fin (la primera, en forma de campana y, la segunda, una sigmoide),
ajustando los parametros “a 0jo”, es decir, por el método de ensayo y error, hasta conseguir
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que el resultado se ajustara a nuestra estimacion intuitiva de p. Naturalmente, existen métodos
mas rigurosos para la construccion de funciones caracteristicas, tanto con la ayuda de uno
o varios expertos como a partir de una base de datos, aunque en la mayor parte de las
aplicaciones las funciones suelen construirse mediante estimaciones subjetivas de un experto
humano, que en muchos casos es el propio disenador del sistema. Por eso no vamos a entrar
en la descripcién de tales métodos, la mayoria de los cuales tienen més un interés académico
que real; el lector interesado puede encontrarlos en [35, cap. 11] y [60, sec. 5.1].

5.3.3 Igualdad de conjuntos

La igualdad de dos conjuntos se define mediante un criterio que indique si son iguales o no,
es decir, que nos indique el grado de verdad de la proposicién A = B.

Definicién 5.53 (Igualdad de Ay B: A= B) Dados dos conjuntos A Y B,
A=B=Py— Pg=Vz,x€ A~z €B) (5.125)
donde “~” es una doble-implicacién amplia.'®
De esta definicién se deduce que

v A=B)=v(Ve, z€ A—x€B)= frv(r€A—xeB)

zeX
= ];/}(f(_)(v(x € A),v(x € B)) (5.126)
= z]é/}(fH(HA(x)vﬂB(x)) (5.127)

Aplicando la proposicion 5.35 a las dos tltimas igualdades se obtienen respectivamente las
siguientes proposiciones:

Proposicion 5.54 Dos conjuntos son estrictamente iguales si y sélo si cada x de X pertenece
con el mismo grado a Ay a B:

A =B < [Vz, vz € A) = v(z € B)] (5.128)

Proposicién 5.55 Dos conjuntos son estrictamente iguales si y solo si sus funciones carac-
teristicas son iguales:
A =B <= [Vz, pa(z) = up(z)] (5.129)

Ejemplo 5.56 Para el conjunto universal Xsqp, los conjuntos A y B definidos por las si-
guientes funciones,

pa(xr) =z mod 2

(2) 0 siz=0
x pr
1o 1—pp(x—1) siz>0

son el mismo subconjunto (A = B), porque ambas funciones asignan el mismo valor a cada
x. Por cierto, se trata del subconjunto nitido de los nimeros impares. O

8En el ejemplo 5.59 veremos que el motivo de exigir una doble-implicacién amplia (en vez de permitir una
rigurosa) es mantener la propiedad reflexiva de la igualdad.
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Noétese que la propiedad (5.129) se deduce de la definicién (5.125), pero no a la inversa,
porque la propiedad (5.129) no dice cuédl es el valor de verdad de A = B cuando pa(z) # pp(x)
para algin xz. En cambio, la definicién (5.125) da lugar a la ecuacién (5.127), que permite
calcular v(A = B) en todos los casos.

En la teoria de conjuntos difusos estindar (a veces llamada impropiamente ldgica difusa
estandar), la igualdad entre conjuntos A = B se define como una propiedad precisa, de modo
que dos conjuntos son iguales si y s6lo si sus funciones caracteristicas son exactamente iguales

1 i =
v(A=B)= SLVE, pal@) = pp(@) (5.130)
0 en los demas casos

(Observe la semejanza de esta definicién con la ec. (5.129)). Por tanto, la proposicién A = B
s6lo puede ser totalmente cierta o totalmente falsa, sin posibilidad de grados intermedios.
En cambio, nuestra definicién hace que A = B sea una proposicién imprecisa para conjuntos
difusos. Volveremos sobre este punto en el ejemplo 5.59.

Del mismo modo que dos funciones p : [0, 1] iguales definen el mismo subconjunto, dos
predicados equivalentes definen también el mismo subconjunto:

Proposicién 5.57 Dados dos predicados P y @, y dos conjuntos A = {x € X| P(x)} y
B={zeX|Q)}
P=Q— A=8 (5.131)

Demostracion.
P =Q < Yu,Vz, v(P(z)) =v(Q(z)) < Yv,Vz, v(x € A) =v(xr € B) <= Vv, A=B

O

La propia demostracion nos dice que la proposicién inversa no es cierta, porque la verdad
de A = B depende de cada v concreto, mientras que la equivalencia de predicados es inde-
pendiente de v (cf. definicién. (5.99)). En cambio, la “equivalencia” P «+ @ depende de v,
y ello nos permite enunciar la siguiente

Proposicién 5.58 Dados dos predicados Py @, y dos conjuntos A = {z € X| P(x)} y

B={zeX[Q)},
P—Q=A=B (5.132)

Demostracién. Por la ecuacién (5.101),

v(P < Q)=v(Vz, P(z) - Q(x)) =v(Ve, r € A—>x € B)=v(A=B)
a

La diferencia entre la definicién 5.125 y esta proposicién es que los predicados que aparecen
en la definicién son “Pertenece a A” y “Pertenece a B”, mientras que los que aparecen en la
proposicién son dos predicados genéricos, como “Par” y “Multiplo de 2”. Lo que nos dice esta
proposicién es que predicados equivalentes definen el mismo conjunto. En este ejemplo, la

9Recordemos que otra diferencia importante es que P = @ es siempre una proposicién precisa, aunque los
predicados sean imprecisos, mientras que la proposicién P < @ es imprecisa.
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equivalencia entre los predicados “Par” y “Multiplo de 2” hace que el conjunto de los niimeros
pares sea el mismo que el de los multiplos de 2.

Las propiedades bésicas de la igualdad clésica vienen dadas por la tabla 5.16; natural-
mente, estas propiedades se pueden demostrar tanto a partir de la ecuacién (5.125) como a
partir de la 5.129.

Reflexiva A=A
Simétrica A=B=—B=A
Transitiva | (A=BAB=C)= A=C

Tabla 5.16: Propiedades de la igualdad de conjuntos.

Igualdad de conjuntos nitidos

La légica clasica se basa en una doble-implicacién amplia (cf. padg. 103); por tanto, en la
teoria de conjuntos clasica dos conjuntos son iguales si sélo si sus funciones caracteristicas
son iguales. De hecho, para los conjuntos clasicos, A = B es una proposicién precisa. Cuando
A = B, sélo existen dos posibilidades para cada x:

A=B < Va, [ua(e) = pp(a) = 0V pa(e) = up() = 1]

Igualdad de conjuntos difusos

Como hemos dicho ya, los conjuntos difusos se apoyan en la légica difusa, del mismo modo
que los conjuntos nitidos se apoyan en la légica clasica. Sin embargo, no existe una unica
l6gica difusa, sino distintas modalidades, que vienen dadas por las diferentes posibilidades de
elegir las funciones de negacién, conjuncién, disyuncion, implicacién y doble-implicacién.

Ejemplo 5.59 Sea X = {x1,x9, 23,24} y los tres conjuntos

A= 02|z + 0'3|xg + 0'7|z3 + 0'96|24
B = 02|z + 0'4|zgy + 0'7|23 + 0'95| 24
C = 09|z + 08|z + 0'1|z3 + 0'05|z4

Se observa inmediatamente que, con la definicién de igualdad estandar, v(A=B) = v(A=C) =
0, a pesar de que A y B son casi iguales. O

Sin embargo, esto va en contra del espiritu de la légica difusa, que se enorgullece de admitir
grados de verdad (distintos tonos de gris, como se suele decir) donde la légica clasica sélo ve
blanco o negro.

Por eso nos parece mas adecuado tomar como definicion de igualdad la expresién 5.125,
la cual permite que el valor de verdad de A = B pueda ser, en principio, cualquier nimero
entre 0 y 1. Una peculiaridad de tal definicién es que este valor depende de la eleccién de fa

y fo-
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Asi, en el ejemplo anterior, si tomamos la norma estdndar y la doble-implicacién de
Lukasiewicz,

v(A = A) = min, (1 - pa(@) — pa@)]) = 1
v(A = B) = min, (1 - |pa(e) — pp(@)]) = 09
v(A =) = min, (1 - [ja(e) — up(a)]) = 009

mientras que, con la norma del producto y la doble-implicacion de Lukasiewicz,

prod, (1 — |ua(z) — pa(@)]) = 1
v(A = B) = prod, (1 — |ua(e) — up(x)]) = 0891
prod, (1 - |iza(z) — up()]) = 00054

Por cierto, si tomamos la norma estandar y la doble-implicacion de Kleene
v(A = A) = min, {min[max(1 — pa(x), pa(z)), max(l — pa(x),ua(z))]} =06 < 1
Esta es la razén por la que en la definicién de igualdad de conjuntos se exige una doble-

implicacién amplia, con el fin de que se cumpla la propiedad reflexiva, v(A = A) = 1, también
para conjuntos difusos.

5.3.4 Inclusién de conjuntos

La inclusién de un conjunto en otro se define de modo andlogo a la igualdad: dando un criterio
para hallar el grado de verdad de la proposicién A C B.

Definicién 5.60 (Inclusién de A en B: A C B) Dados dos conjuntos A y B,
ACB=Py— Pg=|Va, x € A— x € B] (5.133)
donde “—” es una implicaciéon amplia.

De esta definicién se deduce que

vV ACB)=v(Vz,zr€ A—z€B)=v ( /\ fﬁ(HA(i)aMB(x))>

zeX
= ];/}(f_)(v(x € A),v(x € B)) (5.134)
= J;/}(fﬁ(ﬂA(x)aﬂB(x)) (5.135)

Por analogia con la seccién anterior, podemos enunciar las siguientes proposiciones (omi-
timos las demostraciones, porque son muy similares):

Proposiciéon 5.61 El conjunto A estd estrictamente incluido en B si y sélo si cada = de X
pertenece con a A con igual o menor grado que a B:

AC B <= [Vz, v(r € A) <v(z € B)] (5.136)
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Proposiciéon 5.62 El conjunto A estéd estrictamente incluido en B si y sélo si la funcién
caracteristica del primero es menor que la del segundo para todo x:

AC B <= Vo, pa(r) < pp(w)] (5.137)

Proposicién 5.63 Dados dos predicados P y @, y dos conjuntos A = {z € X| P(x)} y

B={z € X|Q()},
P-QeACB (5.138)

La diferencia entre la definicién 5.60 (ec. (5.133)) y esta proposicién es que los predicados
que aparecen en la definicién son “Pertenece a A” y “Pertenece a B”, mientras que los que
aparecen en la proposicién son dos predicados genéricos.

Ejemplo 5.64 Todos los enteros no negativos multiplos de cuatro son divisibles por 2. De
la implicacién “Multiplo de 4”— “Par” se deduce la inclusién {x € X | Multiplo-de-4(x)}
{z € X| Par(x)},.tal como afirma esta tltima proposicién. En efecto, {0,4,8,12,...}
{0,2,4,6,8,...}. O

-
-

Como en la seccién anterior, debemos senalar que la propiedad (5.137) se deduce de la
definicién (5.133), pero no a la inversa.

En la teoria de conjuntos difusos estandar, la inclusién de un conjunto en otro, A C B,
se define como una propiedad precisa, de modo que dos conjuntos son iguales si y sélo si sus
funciones caracteristicas son exactamente iguales

1 siVe, pa(z) < pp(x)

(5.139)
0 en los demas casos

U(A:B):{

Por tanto, la proposicion A C B sélo puede ser totalmente cierta o totalmente falsa, sin
posibilidad de grados intermedios. En cambio, la definicién (5.133) hace que A C B sea una
proposicién imprecisa cuando los conjuntos son difusos.

Las propiedades principales de la inclusion se recogen en la tabla 5.17.

Reflexiva ACA
Antisimétrica | ( ACBABCA)=— A=108
Transitiva (ACBABC(C)= ACC

Tabla 5.17: Propiedades de la inclusién entre conjuntos.

Inclusién para conjuntos nitidos

En la légica clasica, A C B es siempre una proposicién precisa. Cuando A C B existen tres
posibilidades para cada x:

pa(r) =0, pp(z) =0
pa(z) =0, pp(z) =1 (5.140)
/J'A(x) =1, MB($) =1

y se excluye la posibilidad de que {ua(z) = 1, pup(xz) = 0}, porque no cumple la condicién
pa(z) < pp(@).
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Inclusién para conjuntos difusos

En la légica difusa estandar la inclusion entre conjuntos se define mediante la ecuacién (5.139),
lo cual conlleva el inconveniente de que la afirmaciéon A C B sélo puede ser totalmente cierta
o totalmente falsa. Para los conjuntos del ejemplo 5.59, la definicién estandar de inclusién
conduce a v(A C B) =v(C C B) =0, a pesar de que A casi estd incluido en B, pues bastaria
que pa(xy) valiera 0°95 en vez de 0’96 para que v(A C B) = 1; incluso cuando pa(z4) = 095,
parece evidente que v(A C B) deberia ser mayor que v(C C B).

Por eso resulta méas razonable tomar como definicién de igualdad la expresién 5.133, la
cual permite que el valor de verdad de A C B pueda ser, en principio, cualquier niimero entre
0 y 1. Naturalmente, el valor de v() de la eleccién de fn y f-,.

Ejemplo 5.65 Para los conjuntos del ejemplo 5.59, tomando la conjuncién estandar y la
implicacién de Lukasiewicz,

v(A C A) =min, (min(1,1 — pa(x) + pa(z))) =1
v(A C B) = min, (min(1,1 — pa(x) + pp(x))) = 099
v(B C A) = min, (min(1,1 — pup(z) + pa(x))) = 09
v(A C C) = min, (min(1,1 — pa(z) + pe(z))) = 009
v(C C A) = min, (min(1,1 — pa(z) + pe(z))) =03

Si hubiéramos aplicado la implicacién de Kleene tendriamos, segin la ecuacién (5.30),
que v(A C A) = min, max(1l — a,a) = 0’7, mientras que lo deseable serfa que serfa que
v(A C A) =1 para todo conjunto A. Por esta razon se exige en la definicién de inclusién de
conjuntos una implicacién amplia, con el fin de preservar la propiedad reflexiva.

5.3.5 Composicion de conjuntos: complementario, unién e interseccién

Teniendo en cuenta la proposicién 5.46, podemos definir el conjunto A (complementario de
A) de cuatro modos equivalentes:

o A={zxeX|-(zreA} (5.141)
e 1€ A=-(rcA) (5.142)
o Py=-P, (5.143)
o 1a(z) = f(pal)) (5.144)

El conjunto A N B (interseccién de A y B) puede definirse también de cuatro modos
equivalentes:

e ANB={reX|ze ANz € B} (5.145)
e rcANB<«<=zrecANzxEB (5.146)
o Pyg=PsNPp (5.147)
o pans(®) = fa(uale), ps()) (5.143)
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y andlogamente AU B (unién de A y B):

Capitulo 5.

e AUB={zeX|ze€AVzeB}
o yrcAUB<—=xcAVvzreB

o Paup=PaVPp

o paup(w) = fulpa(z), up(z))

La diferencia de conjuntos se define a partir de las operaciones anteriores:

A\B=ANB

Composicion de conjuntos clasicos

Légica difusa

En el caso clasico, los valores de (), panp(x) y paup(x) en funcién de pa(z) y pp(z)
vienen dados por la tabla 5.18, que se deduce inmediatamente de la tabla 5.3 aplicando las

ecuaciones (5.144), (5.148) y (5.152).

pa(@) | pp() | pa(z) | pans(@) | pavs()
1 1 0 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 0

Tabla 5.18: Complementario, unién e interseccién de conjuntos clasicos.

Ejemplo 5.66 Sea de nuevo el conjunto universal X500 y A = {z| z < 10}, de modo que

() 1 sixz<10
x‘:
pa 0 siz>10

La funcién caracterfstica de A puede obtenerse a partir de la ecuacién (5.144) y la funcién f-,

definida en la tabla 5.3:

pa(x) =

1 siz>10

También se puede calcular A por la ecuacién (5.5):

{0 siz < 10

A={x|-(x <10)} = {x| x > 10}

Si B = {z € X| z es impar}, su funcién caracteristica es pp(z) = (z + 1) mod 2.

Utilizando las mismas ecuaciones que para A,

pp(r) =1—((z+1) mod 2) = x mod 2

B = {z| x no es impar}

La interseccion y la union de estos conjuntos vienen dadas por

pans(z) = {

1 si1,3,57y9
0 si0,2 4,68, 10,11, 12, 13 ...
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1 si 1,2,3,4,56,7,8,9,11, 13, 15, 17 ...

x =
pauB(T) { 0 si 0,10, 12, 14, 16, 18 ...

El complementario, la interseccién y la unién de conjuntos clésicos (nitidos) cumplen las
propiedades que aparecen en la tabla 5.19. Estas propiedades hacen que la teoria clasica de
conjuntos constituya un dlgebra de Boole.? Cada una de estas propiedades puede demostrarse
al menos de tres modos:

e por las definiciones (5.141), (5.145) y (5.149),
e por las propiedades de los predicados (tabla 5.4),

e por las propiedades de las funciones caracteristicas (tabla 5.3).
Por ejemplo, la propiedad del elemento neutro de la interseccién puede demostrarse asi:

e por la ecuacién (5.145)

AnNX={rzeX|zcANnzeX}={zecX|zcA}=A

e dado que los predicados que definen A, X y AN X son, respectivamente P4, Py = P!
y Panx, aplicando la ecuacién (5.147) y la propiedad de predicados Py A P=P,4 (que
se deduce de la propiedad de proposiciones p A 1 =p), se demuestra que Psnx = Pa;

e de la ecuacién (5.148) se deduce que fa(a,1) = a tanto si a vale 1 como si vale 0; por
tanto, teniendo en cuenta que px(z) = v(r € X) = 1, obtenemos que panx(z) =

Ialpa(z), px (@) = fa(pa(z),1) = pa(z).

Y asi pueden demostrarse una por una todas las propiedades.

Composicion de conjuntos difusos

Ejemplo 5.67 Dados los conjuntos del ejemplo 5.59, aplicando las ecuaciones (5.144), (5.148)
y (5.152) y las funciones de la légica difusa estandar, obtenemos que para 7,
pa(ar) = f~(pa(z1)) =1-02=078
pBnc(w1) = fa(ps(r1), pe(r1)) = min(0'2,0'9) = 0'2
pBuc(z1) = fu(ps(r1), po(r1)) = max(0'2,0'9) = 09
Haciendo los mismos calculos para cada elemento de X llegamos a:
A =081 + 0'T|xy + 0'3|z3 + 0/04|24
BNC =02z +04]xs + 0'1]xs + 0'05|24
BUC = 0'9|x1 + 0'8|xg + 0'7|x3 + 0'95|14

Ejercicio 5.68 Con los mismos conjuntos del ejemplo 5.59, calcular C, ANC y AUC.

29Las propiedades de monotonia no forman parte de la definicién de algebra de Boole, pero nos interesa
incluirlas todas en la misma tabla.
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Involucién A=A
.| Complementario de X X=0
Complementario ]
Complementario de & g=X
Monotonia ACB=—DBCA
Conmutativa ANB=BnNA
Asociativa AN(BNC)=(AnB)nC
Elemento neutro ANX=A
Interseccion Elemento absorbente ANG =0
Idempotencia ANA=A
Ley de contradiccion ANA=0
Monotonia ACB=—ANCCBNC
Conmutativa AUuB=BUA
Asociativa AU(BUC)=(AUuB)UC
Elemento neutro AUug=A
Unién Elemento absorbente AUX =X
Idempotencia AUA=A
Tercio excluso AUA=X
Monotonia ACB=— AUCCBUC
Distributiva de la interseccién | AN (BUC) = (ANB)U(ANC)
Distributiva de la unién AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQ)
Propiedades 12 ley de Morgan ANB=AUB
combinadas 2% ley de Morgan AUB=ANB
Absorcién de la interseccién AU(ANB)=A
Absorcién de la unién AN(AuB)=A

Tabla 5.19: Propiedades de la teoria de conjuntos clasica.

5.3.6 Recapitulacion

En las presentaciones de la logica difusa es habitual definir el complementario, la interseccién
y la unién de conjuntos a partir de las funciones complementario (c), interseccién (i) y unién
(u) que intervienen en las siguientes ecuaciones:

para estudiar luego las propiedades que deben cumplir ¢, ¢ y u. Nosotros, en cambio, hemos
intentado mostrar que, si partimos de una légica (es decir, de una definicién de f-, fao v fa),
la funcién complementario coincide con la funcién negacién (¢ = f-), la interseccién con la
conjuncion (i = f) y la unién con la disyuncién (u = fa), estableciendo asi el isomorfismo
entre la légica y la teoria de conjuntos. Esto nos ha permitido explicar por qué, si la légica
clésica forma un algebra de Boole, también la teoria de conjuntos clasica ha de ser un algebra
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de Boole, pues cada propiedad de la primera da lugar a una propiedad de la segunda, y
viceversa.

De aqui se deduce también, a partir de los corolarios 5.13 y 5.23, que no es posible construir
una teoria de conjuntos difusos que cumpla todas las propiedades de la teoria de conjuntos
clasica.

Por otro lado, el hecho de definir la igualdad de conjuntos a partir de la doble-equivalencia
(mejor dicho, de cualquier doble-equivalencia amplia) y la inclusién a partir de cualquier
implicacién amplia nos ha llevado a que A = B y A C B sean proposiciones imprecisas
cuando A y B son conjuntos difusos, en contra de lo que es habitual en la teoria de conjuntos
difusos estandar.

5.4 Relaciones e inferencia

En la seccién 5.2 hemos estudiado los predicados unitarios, que son aquéllos que asignan a
cada elemento x de X una proposicién. Ahora bien, puede darse el caso de que el conjunto
X venga dado por el producto cartesiano de varios conjuntos: X=X;%x...x X2t de modo
que cada elemento = de X serd una n-tupla: = = (x1,...,2,). Ademds de las propiedades que
hemos visto para los predicados unitarios y para los subconjuntos (complementario, unién,
interseccidn, etc., las cuales siguen siendo vélidas en este caso), existen otras propiedades
especificas, que vamos a estudiar en esta seccién.

5.4.1 Predicados n-arios y relaciones

Cuando un predicado P estd definido sobre un conjunto X=X x...x X, se dice que es
un predicado n-ario. En este caso, P(Z) = P(z1,...,2,). Cuando n=1, tenemos predicados
unitarios, que son los que hemos estudiado en la seccién 5.2.1; para n=2, predicados binarios;
para n=3, predicados ternarios, etc. Al igual que ocurria con los predicados unitarios, todo
predicado n-ario puede ser preciso o difuso.

Ejemplo 5.69 Dado el conjunto universal X = R?, “Mayor que” es un predicado binario
preciso, porque dado un par de nuimeros reales (a,b), la proposicién “Mayor-que(a,b)”= “a
es mayor que b” es siempre verdadera o falsa. En cambio, el predicado binario “Mucho mayor
que” es impreciso, pues no se puede definir exactamente para cudles de los pares (a,b) la
proposicién “Mucho-mayor-que(a, b)” es totalmente cierta y para cudles es totalmente falsa.

Ejemplo 5.70 Si C es un conjunto de ciudades, “Cerca-de” es un predicado binario impreciso
definido sobre X = C2. Como ocurria en la seccién 5.3.2 —cf. (ec. (5.122)— el valor de
verdad de la proposicién “Cerca-de(a,b)” puede venir dado por una funcién de la distancia
entre ambas ciudades:

v(Cerca-de(a, b)) = Ueercade(distancia(a, b))

Del mismo modo, el predicado ternario “Entre”, tal que “Entre(a, b, ¢)”=%“a estd entre by ¢”,
podria venir dado por una funcién del dngulo que forman sus argumentos:

U(Entre(a’ ba C)) = :u%)ntre(ébac)

21E] acento circunflejo sobre X indica solamente que este conjunto es el resultado de un producto cartesiano.
Nétese que en la definicion de este producto no se exige que los conjuntos sean distintos entre si. Por ejemplo,
podriamos tener X = X x X o X =X XY x Z xY.
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Asi tendriamos que v(Entre(Zaragoza, Madrid, Barcelona))=1 porque el angulo Madrid-
Zaragoza-Barcelona vale aproximadamente 180°, mientras que v(Entre(Sevilla, Madrid, Bar-
celona))=0 porque el dngulo que forman es muy pequeno.

Del mismo modo que un predicado unitario aplicado a los elementos de X define un
subconjunto de X, todo predicado n-ario P aplicado a los elementos de X = X7 x...x X,
define un subconjunto R, R C X, que en este caso recibe el nombre de relacién n-aria:??

R={ie X|P(i)} <= &€ R= P(&) (5.154)

Por eso hablaremos indistintamente del predicado “Cerca de” o de la relacion “Cerca de”,
segin nos convenga en cada caso.

Por otro lado, teniendo en cuenta que R es un subconjunto de X, a cada elemento
z = (x1,...,2,) de X podemos asignarle un grado de pertenencia a R, de acuerdo con
la ecuacion (5.115):

ur(z) =v(z € R) =v(P(2)) (5.155)

Naturalmente, los predicados precisos definen relaciones clasicas (también llamadas
relaciones nitidas), que son aquéllas en las pg(Z) vale necesariamente 0 o 1, mientras que
los predicados imprecisos definen relaciones difusas, en las que (%) puede tomar
cualquier valor del intervalo [0, 1].

Ejemplo 5.71 La relacion R definida por el predicado “Mayor que”:
R={(a,b) eR*|a>b} < (a,b) cR=a>b

es una relacién nitida, pues de acuerdo con la ecuacién (5.154) el valor de verdad de la
proposicién “(a,b) € R”, que es el mismo que el de la proposicién “a > b”, siempre va a ser
0 o 1. Es decir, todo par (a,b) o pertenece completamente a R —como es el caso del par
(4,3)— o no pertenece en absoluto a R, como ocurre con los pares (2,5) y (7,7). O

Relacion de identidad

Dado un conjunto X, la relaciéon de identidad Ix es una relacion binaria Ix C X x X, que
se define asf:

Ix ={(z,z)| v € X} (5.156)

0, lo que es lo mismo,

1 siz=2
,/: 5.157
iy .2 {0 o (5.157)

22Nétese que esta ecuacién no es mds que un caso particular de la ec. (5.107). Cuando n=1, tenemos un
subconjunto (como los que hemos estudiado en la sec. 5.3); por eso no se habla nunca de relaciones unitarias,
sino de subconjuntos, y cuando decimos “relaciones n-arias” suponemos generalmente que n > 2.
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Relacién reciproca de una relacién binaria

Dada una relacién binaria R C X x Y, la relacién reciproca R~! C Y x X puede definirse
de tres modos equivalentes:

o R'={(y,2)|(z,y) € R} (5.158)
e (yx)eR'=(z,y)€R (5.159)
* ur-1(y,2) = pr(z,y) (5.160)

Es decir, y estd relacionado con x (mediante R~!) si y sélo si = estd relacionado con y
(mediante R).

Observe que en general Ro R™' # Ix y R™' o R # Iy, como demuestra el siguiente
contracjemplo. Sean X = {z! 22}, Y = {y',4°} y R = {(z',y'), (z',4?)}. Se tiene entonces
que

R ={(y" "), (" 2")}
Ix = {(z',a"), (2% 27)}
Iy ={("v"), (", v")}
RoR '= {(xl,xl)} #+ Ix
R oR={(y"y"). "), " y"), W' v} # Iy

Por eso nos ha parecido mas adecuado llamar a R~ relacion reciproca, a pesar de que
otros autores la denominan relacion inversa.

5.4.2 Composicion de relaciones

Dada una relacién (m + 1)-aria Ry C X = X1 x ... X Xpm X Y y una relacién (n + 1)-
aria Ry C Z =Y X Z1 X ... X Zp, podemos definir la relacién (m + n)-aria R; o Ry C
X1 X ... x X, X Z1 X ...X Z, de tres modos equivalentes:

eRio Ry ={(z1,...,Zm,21,...,2n)| Jy, T € R1 N2 € Ry} (5.161)

o(xl,...,xm,zl,...,zn) ERioRy =3y, € RiINZE Ry (5.162)

.MR10R2<371,- ..,.%'m,Zh... 7271) = f\g/f/\(:u’Rl (i.)7/’l’R2(2)) (5163)
ye

Naturalmente, si Ry y Ro son relaciones nitidas, R o Ro también lo serd; en este caso,
las funciones fa y fv son las correspondientes a la logica cldsica. En cambio, si Ry y Re
son relaciones difusas, su composicién nos da una nueva relacién difusa, pero en este caso
la relaciéon R; o Ry resultante dependerd de la norma y conorma escogidas para fa y fv.
(Veremos dos ejemplos en seguida.)

Nétese que la composiciéon de relaciones no es conmutativa. De hecho, la composicién
Rs o Ry s6lo es posible si la variable Z,, (la dltima de Rs) es la misma que X; (la primera de
Ri). Aun asi, RooR1 CY X Z1 X ... X Zp_1x Xa X ... x X, X Y, por lo que generalmente
no puede ser igual a Ry o Ry C X1 X ... X X, X Z1 X ... X Zy.

Sin embargo, si se cumplen las propiedades asociativa

(Rl o RQ) o R3 = Rl o (R2 o Rg) (5.164)
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y de elemento neutro

Ix,oR=Rolz, =R (5.165)
Se comprueba también facilmente que
(RioRy)™ ' =Ry oR;y! (5.166)

Hay dos casos que nos interesan especialmente por su relacién con la inferencia: la com-
posicién de un subconjunto (relacién unitaria) con una relacién binaria, y la composicién de
dos relaciones binarias. Los estudiamos a continuacion.

Composicién de dos relaciones binarias

Dadas dos relaciones binarias Rxy € X XY yv Ryz C Y x Z, la relacién compuesta Rxz =
Rxy o Ryz C X x Z viene dada por

Rxz = Rxy oRyz ={(x,z)| Jy, (z,y) € Rxy N (y,2) € Ryz} (5.167)

0, lo que es lo mismo,

HRxz (l'a Z) = HRxzoRyz (:C’ Z) = J;\g/ f/\(/‘LRXY (l’, y)v KRy z (y7 Z)) (5'168)
y

La primera de estas dos ecuaciones (que no son més una reescritura de la (5.161) y la (5.163),
respectivamente), nos dice que el valor x estd relacionado con z si y sélo si existe un y que
sirve de “puente” entre ambos. La segunda nos dice lo mismo pero de otra forma: dado un
Z y un z, examinamos todos los “caminos” z—y—z (uno para cada y) y nos quedamos con el
que establece la relacién més fuerte entre z y z. Por eso la primera ecuacién es mas adecuada
para relaciones nitidas, mientras que la segunda es mas adecuada para relaciones difusas.

Ejemplo 5.72 Sea X el conjunto de los continentes, Y el de los paises y Z el de los idiomas.
Tenemos que (z,y) € Rxy siy sblo si el pais y tiene (al menos parte de) su territorio en
el continente x; por ejemplo (Europa, Espana) € Rxy y (Africa, Espana) € Rxy, mientras
que (Asia, Espana) ¢ Rxy. Del mismo modo, (y,z) € Ryyz si y sblo si el idioma z es
oficial en el pais y; asi, (Espana, gallego) € Ryz, mientras que (Italia, esperanto) ¢ Ry .
La ecuacién (5.167) nos dice que (x,z) € Rxz —es decir, que el idioma z es oficial en el
continente x— si y solo si existe un pais y del continente = que tiene z como idioma oficial.
O

Ejemplo 5.73 Sean los conjuntos X = {x',2% 2%, 24}, Y = {y',1?} v Z = {21,223}, ¥

las relaciones Rxy y Ryz dadas por las siguientes matrices (el elemento de la i-ésima fila y
la j-ésima columna de la matriz de Rxy es el valor de pg(z*,37)):

03 05
0 07 1 09 07
R — R =
X 02 04 vz <0 0’2 0’4)
06 0’3

Tomando la t-norma min para la conjuncién y la conorma max para la disyuncién, la ecua-
ci6én (5.163) se traduce en

HRxz (z,2) = Igflea);( min(:quy (z,y), KRy z (y,2)) (5.169)
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Por ejemplo,

KR 7 (l’l, Zl) = maX[min(:uRXY (:L'l, y1>7 HRy 7 (y17 zl))v min(lu’RXY (l’l, yQ)’ MRy 7 (y27 Zl))]
= max|min(0'3, 1), min(0'5,0)] = max(0'3,0) = 0’3

(Noétese la semejanza con la multiplicacién de matrices en espacios vectoriales.) Del mismo
modo se calculan los demas valores, con lo que se llega a

03 0’5 03 03 04
0 07 1 09 07 0 02 04
R :R OR pr pr
X2 T Xy A 02 04 (0 02 0’4) 02 02 04
06 0’3 06 06 06

Esta forma de composicién se denomina max-min. En cambio, si tomamos la norma prod
para la conjuncién y la conorma max para la disyuncién (composicién max-prod), que se suele
representar mediante @) tenemos

HRy (%, 2) = MAX fiRy (@, 9) - LRy, (Y, 2) (5.170)
y por tanto
0’3 0’5 0’3 027 021
/ / / /
L I Y R B I o
06 0’3 06 0’54 042

Composicion de un conjunto con una relacién binaria

Dado un subconjunto A C X, y una relacién binaria Rxy C X XY, la composiciéon de ambos
nos da un conjunto B de Y:

B=AoRxy ={y| 3z, z€ AN(z,y) € Rxy} (5.171)
0, lo que es lo mismo,
:U’B(y) = HAoRxy (y) = Lé\A/X f/\(,uA(l‘), HRxy (‘T’y)) (5172)

(Estas dos ecuaciones son tan sélo una reescritura de la (5.161) y la (5.163), respectivamente.)
Por tanto, la relaciéon Rxy equivale a una funcién fxy que a cada conjunto A de X le
asigna un conjunto B de Y,

fxv(A)=AoRxy =B (5.173)

de modo que, partiendo de informacién sobre el dominio X, obtenemos informacién sobre el
dominio Y.
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Ejemplo 5.74 (Continuacién del ejemplo 5.72) Recordemos que X era el conjunto de conti-
nentes, Y el de paises y Z el de idiomas. Dados los conjuntos

A = {Oceania} C X
B = {Nueva Zelanda} C Y

y las relaciones definidas en el ejemplo 5.72, tenemos

Ao Rxy = {Australia, Nueva Zelanda, Paptiia Nueva Guinea, Fiji} C Y
B o Ry z = {inglés, maori} C Z
Ao Ryz = {inglés, maori, pidgin, fijano, hindi} C Z

Estos resultados nos dicen que, si sabemos que una persona es originaria de Oceania, podemos
deducir que procede de Australia, Nueva Zelanda, Papua Nueva Guinea o Fiji, y que sus
idiomas oficiales estan dentro del conjunto {inglés, maori, pidgin, fijano, hindi}.

Por tanto, las relaciones Rxy y Rxz nos permiten obtener informacién sobre los paises (V)
y sobre los idiomas (Z), respectivamente, a partir de informacién sobre los continentes (X).
Comprobamos asi cémo se puede utilizar una relacién Ryxy para realizar inferencias sobre
Y a partir de informacién sobre X, del mismo modo que Ryz permite obtener informacién
sobre los idiomas a partir de informacién sobre los paises. Observe también que la relacién
reciproca R)_(ly nos permite obtener para cada pais el continente o continentes en que tiene su
territorio. Por ejemplo, {Espaﬁa}oR;(%/ = {Europa, Africa}. Del mismo modo, {inglés}oR{,lZ
nos da el conjunto de los paises que tiene el inglés como lengua oficial.

Ejemplo 5.75 (Continuacién del ejemplo 5.73) Dado el conjunto difuso A = 0'8|x! +0'2|z2 +
0'1]z*, tenemos que

03 0’5
0 07
AoR :(0’8 02 0 0’1)0 =(0'3 0’5)
Xy 02 04
06 0’3

Es decir, fxy(A) = Ao Rxy = 0'3|y! + 0'5|y%. Tenemos también que

AGRYx;=A06 (Rxy ®Ryyz)

0’3 027 021
0 014 028

02 018 016

06 036 042

— ( 0’8 02 0 01 ) ® - ( 024 0216 /128 )

de modo que A® Ry, = 0'24|2! + 0/216]2? + 0'128|23. Observe que A® Ry, = A® (Rxy ®
Ryz) = (A® Rxy) ® Ryyz. Es decir, si entendemos cada relacién R como una regla de
inferencia, da lo mismo componer primero Rxy con Ryy para obtener la regla de inferencia
R’y , que componer A con Rxy para obtener un subconjunto A ® Rxy que luego se combina
con la regla Ry .
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5.4.3 Modus ponens difuso

En la seccion 5.2.2 mencionamos que nos interesaria poder realizar una inferencia como

P—qQ
P’ (o)
Q' (o)

de modo que cuando P’ esté proximo a P la conclusién Q' esté proxima a Q. Por ejemplo,
dada la regla “si la curva es cerrada es peligrosa” y la afirmacién “la curva es muy cerrada”
nos interesaria poder deducir que “la curva es muy peligrosa”, o al menos que “la curva es
peligrosa”. Con la misma regla y la afirmacién “la curva es bastante cerrada” nos gustaria
poder deducir que “la curva es bastante peligrosa” o alguna conclusién similar.

También deseariamos poder aplicar el modus ponens para el caso siguiente:

g

(z) = Qy)
/ x)

Y)

v

(
'

O

donde x € X ey € Y (tanto si X e Y son conjuntos distintos como si son el mismo conjunto).

Una forma de abordar este problema consiste en considerar el isomorfismo entre predica-
dos y conjuntos (que incluye como caso particular el isomorfismo entre predicados n-arios y
relaciones). Si A, B, A’ y B’ son los conjuntos inducidos por P, @, P’ y Q' respectivamente,
el silogismo anterior puede expresarse como??

reA—yeB
xe A
y e B

Por tanto, nuestro problema inicial se ha reducido a convertir la regla “P(x) — Q(y)” (o,
lo que es lo mismo, la regla “z € A — y € B”) en una relaciéon R4_.p C X XY, pues entonces
podremos aplicar la composicion de relaciones, de modo que

B'= A oRa_p (5.175)

Naturalmente, R4_.g ha de venir dada por A y B, y para ello suele utilizarse la implica-
cién, de la que ya hemos hablado ampliamente en la seccién 5.1:

(x,y) e Ramp=(x € A) — (y € B) (5.176)

lo cual equivale a
pa—p(@,y) = f-(na(z), ue(y)) (5.177)

23Para algunas de las propiedades que vamos a discutir mds adelante, conviene exigir la condicién de que
el predicado P sea completamente cierto para algin x; esta condicién puede expresarse —al menos— de tres

formas equivalentes:
Jz,P(z) =1<= Jz,z € A = glea))((MA(x) =1 (5.174)

En légica difusa se dice que el conjunto A estd normalizado (cf. definicién 5.52).
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(Hemos escrito pa—p en vez de pup,  , para simplificar la notacién.) En consecuencia, la
ecuacién (5.168) se convierte en

ps () :z‘};vx In(pa (@), pa—p(z,y)) (5.178)
= ];vX In(par(@), f—(pa(z), pe(y))) (5.179)

Ejemplo 5.76 Sean los conjuntos A = 0|z 4+0'4|224-0'8|z34-1|z* y B = 02|y +0'7|y% +1]y5.
Para cada una de las funciones de implicaciéon que aparecen en la tabla 5.14 (Lukasiewicz,
Kleene, Reichenbach, Zadeh, Godel y Gaines-Rescher), la ecuacién (5.177) da lugar a las
siguientes relaciones de implicacién:

1 08 04 02 1 06 02 02
RE =1 1 09 o7 RE =11 o7 o7 07

1 1 1 1 1 1 1 1

1 068 0'36 02 1 06 02 02
RE =11 o8 076 07 RZ =11 06 o7 o7

1 1 1 1 11 1 1

1 02 02 02 1000
R 5s=11 1 o7 07 R{E,=]1110 0

1 1 1 1 1111

Sea ahora el conjunto A’ = 0|z + 0'3|2% + 0'6|23 + 1|2* C A. El conjunto B’ = A’ o
R4_.p dependera de las funciones de conjuncién, disyuncién e implicacién seleccionadas, tal
como indican la ecuacién (5.178) o la (5.179). Por ejemplo tomando la funcién min para la
conjuncién y max para la disyuncién,?* tenemos que

pp(y) = maxmin(pa(z), pa—p(z,y))

zeX
lo que da lugar a
Bt = 0'4ly" + 0'7ly* + 1]y’ B =03ly! +0'7y* + 1|y
B = 0'36]y" +0'7)y* + 1]y B = 03ly" +0'7)y* + 1]y°
B = 02ly" + 0'7)y* + 1|y° BT = 0ly' + 03]y” + 1[y°

Observe que en este ejemplo, a pesar de que A’ C A, la tnica relacién de implicacién
que cumple la inclusién B’ C B es la de Gaines-Rescher. Naturalmente, en vez de aplicar la
composicién max-min podriamos haber escogido otro par conorma-norma (no necesariamente
conjugadas) para cada funcién de implicacién, con el fin de que se cumpliera que

ACA = B'=(AoRs.5)CB (5.180)

24Una vez maés, si X fuera un conjunto infinito deberfamos tomar el supremo en vez del maximo.
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Esta propiedad puede deducirse —por la monotonia de la funcién de implicacién— a partir
de otra propiedad més general:

A=A = B'=(AoRs_.p5)=B
la cual se expresa de forma més simple como

AoRs.p=B (5.181)

Proposicién 5.77 En la légica clésica se cumple la propiedad (5.181) para todo conjunto A
no vacio.

Demostracion. Sea B' = Ao Rs_.p. Por las ecuaciones (5.171) y (5.176) tenemos que
B ={y|3z, x € AN(2,y) € Ra_p}={y| Iz, s € AN[(x € A) — (y € B)]}

Por un lado,
yeEB = 3dz,x€e AN|[(z€A)— (yeB)|=y€EB

lo cual prueba que B’ C B. Por otro lado, si y € B, la condicién [(x € A) — (y € B)] se
cumple para todo x € X (tanto si x € A como si € A); como A no es un conjunto vacio,
existe al menos un zp tal que xp € A (con valor de verdad 1), se cumple que zg € A A [(zp €
A) — (y € B)], y por tanto y € B’, lo cual prueba que B C B'. O

Proposicién 5.78 Una implicacién (difusa) f_, tipo R cumple la propiedad (5.181) para todo
conjunto A normalizado, siempre que la conorma f,, de la funcién de composicién (ec. (5.179))
sea max y fa sea la norma que generd f_, (ec. (5.79)).

Demostracion. Puesto que A estd normalizado, existe un zg € X tal que pa(zp) = 1; por
tanto,

pp(y) > falpa(zo), f—(pa(zo), pB(Y))) = f—(1, 15(Y))

Como la funcién f-, es de tipo R, la ecuacién (5.81) nos dice que

pe (y) > pe(y)

Por otro lado, de la definicién de f—, (ec. (5.79)) se deduce también que fa(a, f—(a,b)) < b,
lo cual implica que

Va,Vy, falpa(z), f-(pa(z), n(y))) < ps(y)
y por tanto,
pp(y) = max In(pa(z), f—(pa(x), ne(y))) < ps(y)

Uniendo estos dos resultados se demuestra que Vy, up/(y) = up(y), y por tanto B’ = B. O

Esta proposicién es importante por el motivo siguiente: la igualdad (5.181) es una de
las propiedades deseables para el modus ponens difuso. Ahora bien, como hemos visto en
el ejemplo anterior, dicha propiedad no se cumple en general, a no ser que escojamos de
forma cuidadosa y coordinada las tres funciones —fa, fv v f—— que intervienen en la ecua-
cion (5.179), lo cual no es tarea facil. La proposicién que acabamos de demostrar nos ofrece un
medio de realizar dicha eleccién: tomamos una norma cualquiera, la implicacién R generada
por ella (ec. (5.79)) y la conorma max; de este modo tenemos garantizado que se cumple la
propiedad buscada.
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Otra forma de hacer que se cumpla esta propiedad consiste en construir una tabla que
indique cudl es el conjunto B’ = A o Rs_,p resultante cuando se toman distintas funciones
frn, fvy f—; ello nos permite escoger una combinacién tal que B’ = B. En el libro de Klir
y Yuan [35, sec. 11.3] se puede encontrar una tabla de este tipo para distintas funciones de
implicacién y distintas normas, cuando la conorma es max/sup.

También incluye dicho libro otra tabla que indica qué combinaciones de funciones cumplen
la propiedad

BoR' ;=A (5.182)

correspondiente al modus tollens, y una tercera tabla que indica las combinaciones que cum-
plen la propiedad
Ra.poRp_.c=Ra_c (5.183)

denominada “silogismo hipotético”, pues permite agrupar las reglas A — By B — C en
una nueva regla A — C, de modo que para todo A’ se cumpla que (A’ o Ry_.g) o Rp_.c =
A'o(Ra~poRp_c)=AoRs_c.

Sin embargo, como reconocen los propios autores, aiin no hay criterios generales que
permitan escoger adecuadamente las funciones que intervienen en el modus ponens difuso
a partir de las propiedades que se desean cumplir, por lo que éste es uno de los temas de
investigacién mas importantes que quedan abiertos en el campo de la légica difusa.

5.5 Bibliografia recomendada

Como dijimos en la seccién 1.2, el ntimero de articulos, libros, revistas y congresos dedicados
a la logica difusa es de varios millares. Dado el cardcter introductorio de este texto, vamos
a recomendar solamente cuatro libros, que pueden servir como punto de partida para una
bisqueda bibliografica més extensa. El primero es el de Klir y Yuan [35], que, ademds de ser
muy claro y bien organizado, es realmente exhaustivo, pues cubre todos los aspectos de la
légica difusa e incluye mas de 1.800 referencias. El segundo es el de Timothy Ross [54], que,
como el anterior, cubre todos los aspectos importantes de la logica difusa; la diferencia es
que el de Klir y Yuan expone primero la teoria y luego dedica un capitulo a cada uno de los
campos de aplicacién, mientras que el segundo intercala la exposicién tedrica y los ejemplos
(aunque sdélo incluye aplicaciones en ingenieria). El tercer libro que recomendamos es el de
Trillas, Alsina y Terricabras [60], cuya mejor cualidad, a nuestro juicio, es que ofrece una
interesante discusién de las implicaciones filoséficas de la légica difusa (sazonada, por cierto,
con citas de Antonio Machado); a nuestro juicio, resulta méas dificil de comprender que los
dos anteriores, a pesar de ser el tinico de los cuatro que esté escrito en castellano. Por tltimo,
como obra de referencia (no como material didéctico), recomendamos el libro de Dubois,
Yager y Prade [20], que recopila un gran nimero articulos originales sobre las diversas ramas
de la logica difusa y la teoria de la posibilidad.
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